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П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоящий учебник «Высшая геометрия» написан в соответствии с про­
граммой курса высшей геометрии для педагогических институтов. Согласно 
программе основу этого курса составляет материал трех более специализи­
рованных курсов: оснований геометрии, проективной геометрии и дифферен­
циальной геометрии, которые ранее читались изолированно друг от друга 
и связи между которыми прослеживались весьма незначительно. Это приво­
дило к тому, что центральные идеи одних геометрических курсов не находи­
ло должной поддержки и освещения в других, имелась перегрузка курсов 
оснований геометрии и проективной геометрии частными второстепенными 
вопросами, нередко довольно громоздкими в техническом отношении. В ре­
зультате сам предмет геометрии дробился, и получалась излишняя специа- 
лизированность отдельных геометрических курсов.

С другой стороны, вопросы взаимосвязи теоретико-групповых принци­
пов обоснования различных геометрий и их построение аксиоматическим ме­
тодом, а также вопросы, связанные с понятиями кривых и поверхностей и 
их основных характеристик, ранее не находили должного освещения и про­
ходились в отрыве от основных проблем курсов оснований геометрии и про­
ективной геометрии. Не требует специальных разъяснений, что именно яс­
ное понимание содержания указанных вопросов дает целостное представле­
ние о предмете геометрии и ее проблемах.

Отмеченные выше обстоятельства оказали существенное влияние на основ­
ные принципы нашего построения курса высшей геометрии, которые кратко 
состоят в следующем. Сначала проводится аксиоматическое построение раз­
личных геометрий «аксиоматическим методом (в гл. I геометрии Евклида и 
Лобачевского, в гл. II аффинной геометрии). Параллельно развивается точ­
ка зрения, что различные геометрии являются теориями инвариантов раз­
личных групп преобразований евклидова пространства (гл. I, II, III). После 
этого устанавливаются взаимосвязи между обоими подходами, которые кла­
дутся в основание геометрических теорий (гл. I, II, III).

В главах IV—VII с помощью аппарата математического анализа и началь­
ных понятий топологии строится учение о кривых и поверхностях и рассмат­
риваются приложения теории кривых и поверхностей к вопросам оснований 
геометрии, проективной геометрии и строению замкнутых поверхностей.

Основным объектом изучения является евклидово пространство как на­
иболее важное по своему положению в геометрии, так и по многочисленным 
приложениям к другим разделам математики.

Остановимся на кратком изложении содержания книги.
В главе I аксиоматическим путем строятся геометрии Евклида и Лоба­

чевского и исследуются требования, предъявляемые к системе аксиом на 
примере системы аксиом геометрии Евклида. Вопрос о независимости аксиомы 
параллельности от прочих аксиом и интерпретация геометрии Лобачевского 
на евклидовой плоскости рассматриваются в конце главы III. В первой гла­
ве развивается теоретико-групповая концепция Ф. Клейна о том, что гео­
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метрия есть теория инвариантов определенной группы преобразований про­
странства. На основе этой точки зрени^ устанавливается, что евклидова гео­
метрия есть теория инвариантов группы движений (ортогональных преобра­
зований). Движениями называют преобразования (взаимно однозначные 
отображения пространства), которые сохраняют конгруэнтность отрезков.

В главе II изучаются аффинные преобразования евклидовой плоскости. 
Эти преобразования возникают как естественные обобщения движений, если 
сохранить за преобразованием свойство переводить прямые в прямые и отка­
заться от требования сохранения конгруэнтности отрезков.На базе построен­
ной теории аффинных преобразований формулируются понятия аффинной 
геометрии и аффинной эквивалентности (равенства) фигур. В конце главы II 
к понятию аффинной геометрии даются два других подхода: а) с помощью 
аксиоматики, в духе изложенной в главе I аксиоматики геометрии Евклида, 
б) с помощью понятия линейного пространства.

Взаимосвязь между различными подходами к аффинной геометрии поз­
воляет с помощью скалярного произведения описать взаимное отношение 
аффинной и евклидовой геометрий.

В главе III изучаются проективные преобразования. Эти преобразова­
ния евклидова пространства переводят прямые в прямые. Но для того чтобы 
сохранить взаимную однозначность таких преобразований, приходится по­
полнять пространство новыми, так называемыми бесконечно удаленными, эле­
ментами (бесконечно удаленные точки, бесконечно удаленные прямые, бес­
конечно удаленная плоскость). Таким образом, от евклидова пространства 
(плоскости) мы приходим к понятию проективного пространства (плоскости). 
В главе III подробно исследуются способы введения и свойства проективных 
систем координат на проективной прямой и проективной плоскости. Боль­
шое внимание уделяется изучению понятия и свойствам проективных преоб­
разований проективной прямой и проективной плоскости. Изучается прин­
цип двойственности и проективная классификация кривых второго порядка.

С помощью группы проективных преобразований плоскости и цепи ее 
подгрупп устанавливаются связи между проективной, аффинной, евклидо­
вой геометриями и геометрией Лобачевского. Таким образом, различные 
обобщения евклидова пространства, возникающие как с точки зрения аксио­
матического, так и с точки зрения теории преобразований, переводящих пря­
мые в прямые, увязываются в единую схему.

В главах IV и V строятся основы теории кривых и поверхностей в евкли­
довом пространстве. Основное внимание здесь уделяется понятиям кривых и 
поверхностей. Важную роль играет система числовых и геометрических ха­
рактеристик кривых и поверхностей, позволяющая описать их строение в 
пространстве.

Глава VI посвящена вопросам внутренней геометрии поверхности. По­
мимо большого самостоятельного интереса этой теории, важным является 
то обстоятельство, что она дает единый подход к изучению геометрий Евкли­
да и Лобачевского. Тем самым вопросы обоснования элементарной геометрии 
включаются в более общую схему внутренней геометрии поверхности.

Наконец, в главе VII строится топологическая классификация замкну­
тых поверхностей с помощью эйлеровой характеристики поверхности. Эта 
глава существенно расширяет наглядные представления о возможных про­
странственных формах поверхностей.

Во время работы над написанием этого учебника я использовал много­
кратный опыт чтения курса высшей геометрии в Ленинградском педагогичес­
ком институте имени А. И. Герцена. Большое влияние на общий план гла­
вы I и некоторых параграфов главы III оказала книга Н. В. Ефимова «Выс­
шая геометрия». К этой книге мы многократно отсылаем читателя за подроб­
ными доказательствами многих теорем главы I, которые не помещены в книге 
для того, чтобы не усложнять ее второстепенным материалом. На изложение 
ряда параграфов главы VI по внутренней геометрии заметное влияние ока­
зала книга А. В. Погорелова «Лекции по дифференциальной геометрии».
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При изучении курса высшей геометрии полезно обращаться к следую­
щим книгам:

Н. В. Е ф и м о в ,  Высшая геометрия, изд. 4, М., Физматгиз, 1961.
А. В. П о г о р е л о в, Лекции по основаниям геометрии, изд. 2, Харь­

ков, изд-во Харьковского ун-та, 1964.
A. В. П о г о р е л о в, Лекции по дифференциальной геометрии, изд. 3, 

Харьков, изд-во Харьковского ун-та, 1961.
B. Г. Б о л т я н с к и й ,  В. А. Е ф р е м о в и ч, Очерк основных идей 

топологии, «Математическое просвещение», №№ 2, 3, 4, 6 (1957— 1960).
Г. Б. Г у р е в и ч ,  Проективная геометрия, М., Физматгиз, 1960.
И. М. Я г л о м, В. Г. А ш к и н у з е, Идеи и методы аффинной и про­

ективной геометрии (I часть), М., Учпедгиз, 1962.
К главам I, IV, V, VI даны упражнения и задачи, а к материалу главы I 

даны примерные темы студенческих докладов, которые целесообразно ста­
вить на семинарских или практических занятиях. К материалу глав II и III 
упражнения и задачи можно легко найти в задачниках по линейной алгебре 
и указанных выше книгах Г. Б. Гуревича и И. М. Яглома, В. Г. Ашкинузе.

Автор приносит искреннюю признательность В. Г. Болтянскому, 
А. Л. Вернеру и И. М. Яглому, внимательно прочитавшим рукопись и сде­
лавшим ряд полезных замечаний, а также В. В. Гольдбергу за тщательно 
проведенное редактирование рукописи.

И. Я • Бакельман



Г Л А В А  /. АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ ГЕОМЕТРИЙ 
ЕВКЛИДА И ЛОБАЧЕВСКОГО

§ 1. Аксиоматический метод

1. Построение геометрии обычно проводится на основе аксиома­
тического метода, содержание которого в кратких чертах таково. 
Вводятся некоторые объекты, которые связаны между собой 
одним или несколькими отношениями. Эти объекты и отношения 
называются основными. Основные объекты и отношения должны 
удовлетворять требованиям аксиом, в остальном их природа без­
различна. Аксиомы  представляют собой утверждения, которые'при- 
нимаются без доказательства. Любое утверждение, которое в ко­
нечном итоге может быть получено логическим выводом из аксиом, 
называется теоремой. Совокупность понятий и теорем, базирую­
щихся на данной системе аксиом, принято называть теорией, пос­
троенной на этой системе аксиом. Метод построения таких теорий 
называют аксиоматическим.

Рассмотрим в общих чертах, как применяется аксиоматический 
метод к построению геометрии Евклида и геометрии Лобачевского. 
Прежде всего вводятся три различных совокупности основных объ­
ектов:

t  Объекты первой совокупности называются « т о ч к а м  и».
** Объекты второй совокупности — « п р я м ы м  и».

Объекты третьей совокупности — « п л о с к о с т я м  и».
Множество всех точек, прямых и плоскостей называется прост­

ранством.
Точки, прямые и плоскости связаны между собой рядом основ­

ных отношений, которые описываются словами « л е ж а  т», «м е ж- 
д у», «к о н г р у э н т н ы». Эти отношения должны удовлетворять 
требованиям аксиом, формулировки которых будут даны ниже в §§ 4,
5, 7, 11, 15 главы I. Все аксиомы удобно разделить на пять групп:

Группа I — аксиомы связи.
Группа I I — аксиомы порядка.
Группа III — аксиомы конгруэнтности.
Группа IV — аксиомы непрерывности.
Группа V — аксиомы параллельности.
Отметим, что для геометрии Евклида и геометрии Лобачевского 

аксиомы первых четырех групп совпадают, а V группа, представ­



ляющая собой одну аксиому параллельности, состоит из противо­
положных утверждений.

Таким образом, геометрии Евклида и Лобачевского суть теории, 
построенные на системе аксиом групп I—V . Подчеркнем, что для 
построения этих геометрий нам безразличен конкретный наглядный 
смысл основных объектов и отношений, важно лишь, чтобы они удов­
летворяли требованиям аксиом групп I—V.

2. Аксиоматический метод построения геометрии носит весьма 
абстрактный характер. Это прежде всего проявляется в большом 
произволе выбора основных объектов и отношений.

Тем не менее сами термины «точка», «прямая», «плоскость», 
которые служат для описания основных объектов геометрии, ука­
зывают на то, что источниками образования этих понятий были про­
странственные формы реальных тел. Так, понятие точки возникло 
в результате абстракции от размеров тела. Именно, если при изу­
чении того или иного вопроса размеры тела не играют роли, то ими 
можно пренебречь — отсюда и возникает понятие точки. С этим яв­
лением мы постоянно сталкиваемся в механике и физике, рассмат­
ривая в пространстве перемещение по достаточно большим траекто­
риям тел малых размеров (например, движение планет вокруг 
Солнца или движение космических кораблей и спутников вокруг 
Земли). Каждый раз, изучая свойства траектории движения ука­
занных тел, мы отвлекаемся от размеров этих тел и называем их 
материальными точками. Если абстрагироваться при этом еще и от 
физических свойств данного тела (масса, температура и т. п.), 
то мы и придем к рассматриваемому в геометрии понятию 
точки.

Понятие прямой возникает в результате абстракции от физичес­
ких свойств предметов определенной пространственной формы типа 
туго натянутой нити, светового луча и т. п. При изучении формы 
таких предметов в пространстве на первое место выступает их зна­
чительная протяженность в одном направлении (длина) по сравне­
нию с двумя другими (ширина и высота). Аналогично источником 
понятия плоскости служат пространственные формы предме­
тов типа туго натянутого листа бумаги, поверхности стола 
и т. д.

В природе тела, пространственные формы которых привели к об­
разованию основных геометрических объектов, находятся в опре­
деленных отношениях. Отвлекаясь от конкретной физической при­
роды этих отношений и удерживая лишь отношения между простран­
ственными формами тел, мы с их помощью формулируем систему 
взаимосвязей между основными объектами и тем самым приходим 
к основным отношениям и системе аксиом, которая лежит в основе 
построения геометрии.

Таким образом, система аксиом геометрии имеет о п ы т н о е  
происхождение.
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1. Возникновение геометрических представлений относится к 
весьма далеким временам. Первоначальное их оформление историки 
связывают с древнейшей культурой Вавилона и Египта. По дошед­
шим до нас материалам эти геометрические сведения представля­
ли собой набор разрозненных правил, иллюстрируемых на частных 
числовых примерах. Геометрия носила грубо эмпирический харак­
тер, полностью отсутствовали доказательства отдельных теорем и 
тем более логические связи между различными геометрическими фак­
тами.

С VII века до н. э. начинается так называемый греческий период 
развития геометрии. К этому времени, благодаря оживленным тор­
говым отношениям, геометрические сведения из Египта проникают 
в Грецию, и здесь в новых условиях в руках греческих ученых и фи­
лософов в сравнительно короткий срок геометрия претерпевает 
коренные изменения. В VI и V веках до н. э. были сформулиро­
ваны многочисленные геометрические предложения, и примерно в 
это же время возникает понятие о доказательстве теорем. К концу 
III века до н. э. греки уже обладали обширным запасом геометри­
ческих фактов и владели разнообразными методами доказательств. 
Это, естественно, привело к попыткам систематизировать и распо­
ложить весь накопленный материал в строгом логическом порядке. 
Такие попытки делались многими греческими математиками, но до 
нашего времени их сочинения недошли, так как, по-видимому, они 
были забыты после создания Евклидом его знаменитых «Начал».

Е в к л и д  жил примерно в 330—275 гг. до н. э. Созданные им 
«Начала» представляют полное и систематическое изложение основ 
геометрии.

2. «Начала» Евклида состоят из 13 книг. Не все книги посвяще­
ны непосредственно геометрии. Евклид много внимания уделяет 
вопросам арифметики: им посвящены пятая, седьмая, восьмая, 
девятая и десятая книги. Остальные восемь книг имеют чисто гео­
метрическое содержание.

В первую книгу входят теоремы об условиях равенства тре­
угольников, соотношения между сторонами и углами треуголь­
ников, теория параллельных линий и условия равновеликости тре­
угольников и многоугольников.

Во второй книге рассматривается превращение многоугольника 
в равновеликий квадрат.

Третья книга посвящена изучению свойств окружности.
Четвертая — вписанным и описанным многоугольникам.
Шестая — подобным фигурам.
Наконец, в последних трех книгах излагаются основы стерео­

метрии.
Из приведенного выше содержания «Начал» видно, что они со­

держат материал, относящийся к элементарной геометрии. Изло­

§  2. «Начала» Евклида
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жение в каждой из книг начинается с определения тех понятий, на 
которых основано последующее изложение. Остановимся более под­
робно на первой книге. Она начинается двадцатью тремя опреде­
лениями. Приведем некоторые из них:

О п р е д е л е н и е  1. Т  очка есть то, что не имеет частей.
О п р е д е л е н  и е 2 .  Линия есть длина без ширины.
О п р е д е л е н  и е З .  Границы линии суть точки.
О п р е д е л е н н е й  Прямая есть такая линия, которая оди­

наково расположена по отношению ко всем своим точкам.
О п р е д е л е н и е  5. Поверхность есть то, что имеет толь­

ко длину и ширину.

После определений Евклид переходит к формулировке посту­
латов и аксиом, т. е. утверждений, принимаемых без доказатель­
ства.

П о с т у л а т ы

1. Требуется, чтобы от каждой точки ко всякой другой точке 
можно было провести прямую линию.

2. И чтобы каждую прямую можно было неопределенно продол­
жить.

3. И чтобы из любого центра можно было описать окружность 
любым радиусом.

4 . И чтобы все прямые углы были равны.
5. И  чтобы всякий раз, когда прямая при пересечении с двумя дру­

гими прямыми образует с ними внутренние односторонние углы, 
сумма которых меньше-двух прямых, эти прямые пересекались стой 
стороны, с которой эта сумма меньше двух прямых.

А к с и о м ы

1. Равные порознь третьему равны между собой.
2. И если к равным прибавить равные, то получим равные.
3. И если от равных отнимем равные, то получим равные.
4. И если к неравным прибавим равные, то получим неравные.
5. И если удвоим равные, то получим равные.
6. И половины равных равны между собой.
7. И совмещающиеся равны.
8. И целое больше части.
9. И  две прямые не могут заключать пространства.
После аксиом Евклид излагает теоремы геометрии, располагая 

их в таком порядке, чтобы каждое новое предложение можно было 
доказать, опираясь лишь на предыдущие предложения, постулаты 
и аксиомы.

3. Перечисление определений и аксиом, которые достаточны для 
проведения логического доказательства всех следующих за ними 
теорем, принято называть обоснованием геометрии.
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Естественно поставить вопрос, проведено ли Евклидом обосно­
вание геометрии исчерпывающим образом. Тот факт, что «Начала» 
Евклида затмили все предыдущие сочинения по обоснованию гео­
метрии и на протяжении многих столетий были образцом строгости 
изложения математических доказательств, свидетельствует о том, 
что Евклидом проблема обоснования геометрии была решена с 
большой точностью и мастерством.

Однако если подходить к «Началам» с точки зрения современ­
ной математики, то обнаруживается, что проведенное им обоснова­
ние геометрии во многом неудовлетворительно. Остановимся на этом 
более подробно.

Во-первых, формулировки определений строятся с помощью по­
нятий «границы», «длины», «ширины» и т. п., которые сами подлежат 
определениям. Более внимательный анализ показывает, что ни од­
но из определений 1—5 никоим образом не используется при дока­
зательстве каких-либо теорем. Эти определения органически никак 
не связаны с остальным материалом первой книги и без ущерба для 
дела могут быть опущены. В этих определениях делается довольно 
наивная попытка наглядно описать основные геометрические объек­
ты. Здесь, кстати, явно подчеркивается опытное происхождение ос­
новных понятий геометрии.

Во-вторых, хотя приведенные постулаты и аксиомы существен­
ны, но даже поверхностный анализ показывает, что список евкли­
довых аксиом слишком беден для построения геометрии.

Например, с помощью этих аксиом нельзя установить, что точ­
ка данной прямой лежит между двумя другими точками той же пря­
мой, что две точки лежат на плоскости по одну или по разные сто­
роны от данной прямой или что точка лежит внутри многоуголь­
ника и т. п. Фактически мы постоянно пользуемся этими фактами, и, 
если опираться только на постулаты и аксиомы Евклида, мы вы н у  
ждены будем подкреплять доказательства обращением к наглядным 
свойствам чертежа, что будет противоречить логическому пути пос­
троения геометрии.

Далее, равенство фигур (аксиома V) опирается на понятие дви­
жения. Между тем у Евклида этого понятия нет, а свойства движе­
ния в аксиомах не перечислены. Наконец, полностью отсутствуют 
аксиомы непрерывности.

Таким образом, убедительность логических построений у Евкли­
да довольно часто подкрепляется привычками наших пространствен­
ных представлений. А это значит, что «Начала» не дают строго ло­
гического обоснования геометрии.

4. Различные дополнения к евклидовским «Началам» были сде­
ланы уже учеными античного мира. Так, Архимед расширил список 
постулатов Евклида и дал в теории измерения длин, площадей и 
объемов существенное завершение изложения Евклида. После Ар­
химеда попытки уточнить основные положения геометрии не прек­
ращались. Однако на протяжении более чем двадцати веков никто
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не прибавил к обоснованию геометрии чего-либо принципиально 
нового. Уровень строгости евклидовых доказательств до X IX  века 
считался вполне достаточным. Только в конце X IX  века были сфор­
мулированы новые концепции логического обоснования геометрии 
и впервые была сформулирована полная система аксиом, из ко­
торых все теоремы геометрии выводятся без всяких подкрепляю­
щих ссылок на чертеж.

Отметим, что необходимость пополнения списка евклидовых 
аксиом видело лишь небольшое число геометров. Подавляющее 
большинство сочинений имело целью уменьшить количество евкли­
довых постулатов. В этом выражалось естественное стремление по­
лучить минимальную систему аксиом для построения геомет­
рии.

Легко было установить, что IV постулат излишен. Основное 
внимание было направлено на то, чтобы вывести V постулат из 
прочих аксиом Евклида. Это объяснялось тем, что формулировка
V постулата значительно сложнее, чем у всех других постулатов и 
аксиом, и что он более походит на теорему, чем на аксиому.

Исследования, посвященные V постулату, начались почти одно­
временно с созданием «Начал», но полное решение этого вопроса 
было дано значительно позже — в первой половине X IX  века —
Н. И . Лобачевским, Я. Больяи и К. Гауссом.

§ 3. Проблема пятого постулата

1. Пятый постулат и аксиома о параллельных. При построении 
элементарной геометрии V постулат играет весьма существенную 
роль. Он лежит в основе важнейших разделов геометрии: теории 
параллельных линий, теории подобных фигур, тригонометрии и т. д.

Остановимся более подробно на связи V постулата и теории 
параллельных. Прежде всего, отметим, что теории параллельных 
предшествует целый ряд теорем, доказательство которых не опи­
рается на V постулат. Это теорема о равенстве углов при основа­
нии равнобедренного треугольника, три теоремы о равенстве тре­
угольников, теорема о том, что каждый внешний угол треугольника 
больше любого из внутренних, с ним не смежных, теоремы о соот­
ношении сторон и углов в треугольнике и ряд других. Более подроб­
но об этом будет идти речь ниже в § 8 гл. I.

Д ве прямые, лежащие в одной плоскости, называются параллель­
ными, если они не имеют общей точки. Существование т аких пря­
мых устанавливается без использования V постулата. Действи­
тельно, если прямая с перпендикулярна двум прямым а и b и ле­
жит вместе с ними в одной плоскости (рис. 1), то прямые а  и b па­
раллельны.

Если бы это было не так и прямые а и b пересекались в некото­
рой точке С, то внешний угол треугольника A B C  при вершине А
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должен был бы быть больше внутреннего угла при вершине В. 
Но это невозможно, так как, согласно исходному предположению, 
оба эти угла прямые и,следовательно, равны между собой.

Дальше речь будет идти только о прямых и точках, лежащих в 
одной плоскости; это обстоятельство ниже специально оговари­
ваться не будет.

А

В

с

Рис. 1

Пусть а — любая прямая и А — произвольная точка, не ле­
ж ащ ая на ней (рис. 2). Тогда через точку А проходит прямая а', 
параллельная прямой а. Действительно, если А В  — прямая, пер­
пендикулярная прямой а, то прямая а’, проходящая через точку 
А  перпендикулярно прямой А В , и есть прямая, параллельная а.

А
4 /

В

Рис. 2

После того как установлено, что через каждую точку плоскости, 
не лежащую на данной прямой а, проходит прямая, параллельная 
а, встает вопрос: проходит ли через каждую точку плоскости одна 
или несколько таких прямых?

Исходя из V постулата, можно установить, что через каждую 
точку плоскости проходит точно одна прямая, параллельная дан­
ной. Действительно, пусть А — произвольная точка, не лежащая 
на прямой а. Пусть А В  — прямая, перпендикулярная а (рис. 3). 
Тогда прямая а ', перпендикулярная к А В  и проходящая через точ­
ку А , параллельна а. Всякая прямая Ь, проходящая через А
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и отличная от а', вместе с прямой а составляет с прямой А В  од­
носторонние углы, сумма которых меньше двух прямых. Поэтому, 
согласно V постулату, прямые а и Ь пересекаются.

Докажем теперь обратное утверждение: V постулат может быть 
доказан как теорема, если в качестве аксиомы принять утвержде­
ние, что через каждую точку, не лежащую на данной прямой, про­
ходит только одна прямая, параллельная данной.

Прежде всего отметим, что если справедлива аксиома о един­
ственности прямой, параллельной данной, то при пересечении двух 
параллельных прямых третьей сумма внутренних односторонних 
углов равна двум прямым. Пусть для прямых а, b и с выполнены 
условия V постулата и пусть для пары внутренних односторонних 
углов ocj, р, выполнено условие

ai +  Pi <  2d
(рис. 4). Через точку А проходит единственная прямая а', парал­
лельная Ь. Пусть а [  и pj — соответствующая этой прямой пара 
односторонних углов. Тогда

о{ +  p t =  2d

и, следовательно,
а  1 > а г
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Поэтому прямые а и b пересекаются. Далее, если а 2 и а '  — соот­
ветственно смежные углы для углов а 4 и а '  между отрезком А В 
и прямыми я и а ',  то

0^2 2*

Следовательно, прямые й и 6  пересекаются и притом с той стороны, 
где находятся углы а 1 и Р^

Итак, V п о с т у л а т  э к в и в а л е н т е н  а к с и о м е
о е д и н с т в е н н о с т и  п р я м о й ,  п а р а л л е л ь н о й
д а н н о й .

Приведем еще ряд предложений, эквивалентных пятому посту­
лату:

1. Две параллельные прямые при пересечении их третьей прямой 
образуют равные соответственные углы.

2. Сумма углов треугольника равна двум прямым.
3. Точки, лежащие по одну сторону от данной прямой на одном 

и том же расстоянии от нее, образуют прямую.
4. Существуют треугольники, площади которых больше любого 

наперед заданного числа.
5. Существуют подобные неравные треугольники.
Любое из этих утверждений можно взять в качестве аксиомы, 

и тогда V постулат может быть доказан как следствие этой и про­
чих аксиом геометрии.

2. Теоремы Саккери, Л амберта и Л еж андра об углах четырех­
угольников и треугольников. Выше уже говорилось, что проблеме
V постулата были посвящены многочисленные исследования. Было 
предложено большое количество «доказательств» V постулата, и 
каждый раз внимательный анализ обнаруживал пробелы в предло­
женных построениях. Обычно авторы этих доказательств незамет­
но использовали в своих рассуждениях предложения, эквивалент­
ные V постулату. Тем не менее эти исследования сыграли сущест­
венную роль в развитии теории параллельных и других вопросов 
оснований геометрии, поскольку в них прослеживалась система 
далеко идущих следствий, вытекающих из V постулата или пред­
ложения, ему противоположного. Ниже мы отмечаем ряд предло­
жений, принадлежащих С а к к е р и ,  Л а м б е р т у  и Л е ­
ж а н д р у 1, которые оказали заметное влияние на развитие ос­
нований геометрии.

В работе Саккери «Евклид, очищенный от всяких пятен, или опыт, 
устанавливающий самые первые принципы универсальной геомет­
рии», вышедшей в 1733 г., делается попытка доказать V постулат 
методом от противного. В центре построений Саккери лежит четы­

1 Д. С а к к е р и  (1667—1733)—итальянский математик; Г. Л а м ­
б е р т  (1728— 1777) — немецкий математик и физик; А. Л е ж а н д р  
(1752—1833) — выдающийся французский математик.



рехугольник А А 'В ’В (рис. 5) с двумя прямыми углами при осно­
вании А В  и с двумя равными боковыми сторонами А А ' и В В '. 
Из симметрии фигуры А А 'В 'В  относительно перпендикуляра к 
середине основания вытекает, что углы при вершинах А ' и В ' рав­
ны. Саккери устанавливает следующую теорему.

^ ...... dv

л d ......... г .

<?С

Рис. 6

Т е о р е м а  1. Если угол А ' тупой, то это противоречит ак­
сиомам, геометрии, если же угол А ' прямой, то это утверждение эк­
вивалентно V постулату1

Д алее Саккери, допуская, что угол А '  острый, после цепи ряда 
верных рассуждений, аппелируя к нашему наглядному представле­
нию, ошибочно заключает, что предложение о том, что угол Л ' ост­
рый, противоречит остальным аксиомам геометрии.

Таким образом, утверждение, что в четырехугольнике Саккери 
А А ' В ' В  угол А '  острый, эквивалентно предложению, противо­
положному V постулату.

В сочинении Ламберта «Теория параллельных линий» (1766 г.) 
в основу построений положен четырехугольник ABCD  (рис. 6) 
с тремя прямыми углами А , В, С. Относительно четвертого угла 
могут быть сделаны три допущения: что этот угол тупой, прямой или 
острый.

Ламбертом установлена
Т е о р е м а  2. Гипотеза о том, что угол D тупой, противоре­

чит остальным аксиомам геометрии, гипотеза о том, что угол D 
прямой, эквивалентна V постулату.

Из гипотезы острого угла Ламберт развил целую систему далеко 
идущих следствий, многие из которых противоречили нашему на­
глядному представлению о свойствах прямых. В отличие от Сак­
кери, Ламберт не сделал ошибки, благодаря которой можно было бы 
отвергнуть V постулат. Наоборот, в своем сочинении он писал: 
«Доказательства евклидова постулата могут быть доведены столь 
далеко, что остается, по-видимому, ничтожная мелочь. Но при тща­
тельном анализе оказывается, что в этой кажущейся мелочи и за ­

1 При этом предполагается, что V постулат не включен в список
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ключается вся суть вопроса; обыкновенно она содержит либо дока­
зываемое предложение, либо равносильный ему постулат».

В работах Лежандра имеется несколько попыток доказательства
V постулата. Работы Лежандра представляют интерес, так как в 
них выясняется связь между V постулатом и предложением о сумме 
углов треугольника. Лежандр вводит три взаимно исключающие 
друг друга гипотезы:

1. Сумма углов треугольника больше двух прямых.
2. Сумма углов треугольника равна двум прямым.
3. Сумма углов треугольника меньше двух прямых.
Им доказаны следующие теоремы1:
Т е о р е м а  3. Если сумма углов треугольника больше двух 

прямых, то это противоречит аксиомам геометрии.
Т е о р е м а  4. Если для всех треугольников сумма углов равна 

двум прямым, то верен V постулат, и обратно.
Т е о р е м а  5. Если сумма углов какого-нибудь одного треуголь­

ника равна двум прямым, то и для всех треугольников сумма углов 
равна двум прямым.

Таким образом, утверждение о том, что сумма углов какого- 
либо одного треугольника меньше двух прямых, эквивалентно пред­
ложению, противоположному V постулату.

3. Работы Н. И. Лобачевского по основаниям геометрии. К на­
чалу X IX  века многочисленные попытки обосновать теорию па­
раллельных и тем самым решить проблему V постулата оказались 
тщетными. Но в 20-х годах X IX  века эта труднейшая многовековая 
проблема геометрии была решена в выдающихся работах профес­
сора Казанского университета Н. И. Л о б а ч е в с к о г о  
(1793— 1856)2. В своем докладе физико-математическому факультету 
Казанского университета в 1826 г. и в сочинениях, публиковав­
шихся начиная с 1829 г., Лобачевский отчетливо формулирует по­
ложение, что V постулат не может быть выведен из остальных аксиом 
геометрии Евклида, и строит новую геометрическую систему, ко­
торую  он назвал воображаемой геометрией. В основу этой геометрии 
он положил основные посылки геометрии Евклида, кроме аксиомы 
о параллельных, заменив ее противоположным утверждением. Вооб­
ражаемая геометрия была развита Лобачевским до тех же пределов, 
что и евклидова геометрия. При этом Лобачевский не встретил в 
ней никаких логических противоречий. Более того, он провел тща­
тельный алгебраический анализ основных уравнений новой гео­

1 Подробное доказательство этих теорем см.! Н. В. Е ф и м о в ,  Выс­
шая геометрия, гл. I, § 8.

2 Подробные сведения о жизни и деятельности Н. И. Лобачевского см. 
в книге: В. Ф. К а г а н ,  Лобачевский (изд. АН СССР. М.—Л ., 1944)
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метрии и тем дал вполне строгое обоснование построенной им гео­
метрической системы, отвечающее требованиям того времени.

Доказательство непротиворечивости этой новой геометрии на 
современном уровне строгости было дано лишь в конце X IX  века 
после установления общих принципов логического обоснования гео­
метрии.

Математический мир начала X IX  века не был подготовлен 
к тому, чтобы правильно понять и оценить новые глубокие идеи, 
заложенные в работах Лобачевского. Только очень немногие геомет­
ры могли должным образом понять и оценить работы Лобачевского. 
Среди них в первую очередь следует отметить К. Г а у с с а  и 
Я. Б о л ь я и1, которые занимались теорией параллельных незави­
симо друг от друга и независимо от Лобачевского.

Г а у с с  не публиковал своих результатов по теории парал­
лельных. Оставшиеся после него заметки свидетельствуют о том, 
что ему был ясен общий план новой геометрии и известны некоторые 
элементарные теоремы. Гаусс не публиковал даже своих взглядов на 
основы геометрии, боясь остаться непонятым. Я. Б о л ь я и  издал 
свою работу через три года после выхода в свет первой работы Л о­
бачевского (ничего не зная о работах Лобачевского). В ней в менее 
развитой форме излагается та же теория, которая была построена 
Лобачевским. Как и Лобачевский, Больяи не получил признания.

Значение работ Лобачевского выяснилось лишь после его смер­
ти. Они оказали исключительное влияние на дальнейшее развитие 
математики. До Лобачевского евклидова геометрия считалась 
единственно возможным учением о пространстве. Открытие неевкли­
довой геометрии уничтожило эту точку зрения. Тем самым было 
положено начало далеко идущим взглядам на геометрию и предмет 
ее исследования, что привело к созданию современной концепции 
абстрактного пространства с его богатейшими разнообразными 
приложениями как внутри самой математики, так и в смежных с 
ней разделах науки.

§ 4. Аксиомы связи

Начиная с этого параграфа мы переходим к систематическому 
построению геометрий Евклида и Лобачевского аксиоматическим 
методом, общие контуры которого были намечены в § 1. В соответ­
ствии с этим мы прежде всего рассмотрим аксиомы связи, которые 
описывают отношение « п р и н а д л е ж н о с т и » ,  или «и н ц и -  
д  е н т н о с т и», между основными объектами: точками, прямыми 
и плоскостями. Кроме термина « п р и н а д л е ж и т » ,  для описания

1 К. Ф. Г а у с с  (1777—1855) -> крупнейший немецкий математик; 
Я- Б о л ь я и  (1802—1860) — известный венгерский математик.
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рассматриваемого нами отношения мы будем применять другие рав­
носильные термины « л е ж и  т», « п р о х о д и  т» и т. п.

Приведем формулировку аксиом связи.
I. 1. На каждой прямой лежат по крайней мере две точки.
1 .2 . Через каждые две точки проходит всегда одна и только од­

на прямая.
1 .3 . Существуют по крайней мере три точки, не лежащие на од­

ной прямой.
I. 4. Через каждые три точки, не лежащие на одной прямой, 

проходит плоскость и притом только одна.
I. 5. На каждой плоскости лежит по крайней мере одна точка.
I. 6. Если две точки некоторой прямой а принадлежат плоскос­

ти а, то и сама прямая а принадлежит плоскости а1.
I. 7. Если две плоскости имеют одну общую точку, то они имеют 

еще и другую общую точку.
I. 8. Существуют по крайней мере четыре точки, не лежащие 

в одной плоскости.
З а м е ч а н и я  к а к с и о м а м  1.1—8:
1. Из аксиомы 1.3 следует, что в пространстве существуют по 

крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой. Следователь­
но, множество точек, а на основании аксиом I. 2 и I. 4 также мно­
жества прямых и плоскостей пространства не пусты.

2. Из аксиомы 1.8 вытекает, что в пространстве имеется более 
одной плоскости, а из аксиомы 1.3, что в пространстве имеется более 
одной прямой.

3. Если строить геометрию на плоскости (планиметрию), то 
для нее достаточно использовать лишь аксиомы 1.1—3.

4. Аксиома 1.8 отражает тот факт, что пространство, которое мы 
собираемся изучать, трехмерно.

Отметим ряд теорем, вытекающих из аксиом связи.
Т е о р е м а  1. Через точку А и прямую а, не проходящую через 

эту точку, проходит единственная плоскость а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По аксиоме I. 1 на прямой а есть две 

точки В и С. Точки А , В, С не лежат на одной прямой, поэтому по 
аксиоме I. 4 через них проходит единственная плоскость а. Из акси­
омы I. 6 вытекает, что прямая а лежит в плоскости а. Теорема дока­
зана.

Т е о р е м а  2. Если две различные прямые а и Ь имеют общую 
точку А , то через них проходит единственная плоскость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из аксиомы 1.1 следует, что на пря­
мых a w Ь, помимо точки А , лежат соответственно точки М  и N.

1 Ниже мы постоянно точки будем обозначать большими латинскими бук­
вами, прямые — малыми латинскими буквами и, наконец, плоскости — ма­
лыми греческими буквами.
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Точки М  и N  различны и три точки А , М , N  не лежат на одной пря­
мой; в противном случае по аксиоме 1.2 прямые а и b совпадали бы. 
Через точки А, М , N  по аксиоме I. 4 проходит единственная плос­
кость а. По аксиоме I. 6 прямые а и b лежат в плоскости а. Теорема 
доказана.

Т е о р е м а  3. На каждой плоскости существуют по крайней 
мере т ри точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  
Пусть а  — любая плос­
кость пространства. По 
аксиоме 1.5 на ней лежит 
по крайней мере одна точка 
А  (см. рис. 7). По аксиоме
1.8 в пространстве сущест­
вует точка В, не лежащ ая 
на плоскости а. По аксиоме
1.3 есть точка С, не леж а­
щая на прямой А В . Если С 
лежит в плоскости а, то 
первая часть теоремы (су­

ществование второй точки в плоскости а) доказана. Пусть С 
не лежит в а. Из аксиомы 1.4 вытекает, что существует единствен­
ная плоскость, проходящая через точки А, В , С. Обозначим эту 
плоскость через р. По построению плоскости а и р  различны и име­
ют общую точку А. Из аксиомы 1.7 вытекает, что плоскости а и 
Р имеют тогда еще одну общую точку D. Итак, на плоскости а 
имеются уже две точки А и D. По аксиоме 1.8 существует точка Е, не 
лежащ ая на плоскости р. Если Е  принадлежит плоскости а, то тео­
рема доказана. Будем считать, что ,Е не принадлежит плоскости а. 
Через точки А , В , Е п о  аксиоме 1.4 проходит единственная плос­
кость ү. Плоскость ү отлична и от плоскости Р, и от плоскости а  
и имеет с плоскостью а  общую точку А.  Из аксиомы 1.7 тогда сле­
дует, что плоскости а  и у  имеют еще одну общую точку Ғ.  Так как 
плоскости Р и у  различны, то Ғ  не может лежать на прямой AD.  
Отсюда следует, что на плоскости а  есть три точки A,  D,  Ғ,  которые 
к тому же не лежат на одной прямой.

Теорема доказана.
Если рассматривать системы основных объектов, которые свя­

заны между собой отношением принадлежности, и эта связь заклю ­
чена в сформулированных выше аксиомах 1.1—8, то можно найти 
много разнообразных систем объектов, имеющих конкретную приро­
ду, которые удовлетворяют этим аксиомам. Простейший пример 
такой системы строится так: рассмотрим четыре предмета одинако­
вой природы, например четыре куска мела. Каждый из кусков мела 
примем за точку, любую пару кусков мела — за прямую и, наконец,
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любую тройку кусков мела — за плоскость. Это и есть основные 
объекты нашей системы.

Мы будем говорить, что точка принадлежит прямой или плоскос­
ти, если соответствующий кусок мела входит соответственно в пару 
или тройку кусков мела. Аналогично определяется принадлежность 
прямой по отношению к плоскости.

Легко проверить, что в построенной нами системе объектов вы­
полняются все аксиомы 1.1—8.

Все следствия, которые можно извлечь из аксиом связи, долж­
ны быть выполнены для построенной нами системы объектов, со­
стоящей из четырех точек, шести прямых и четырех плоскостей. 
При этом каждая прямая имеет только две, а каждая плоскость име­
ет только три точки. Поэтому ясно, что из аксиом связи можно полу­
чить чрезвычайно мало следствий, и для построения содержатель­
ной геометрической теории нужно ввести дополнительно еще целый 
ряд отношений между основными объектами. В следующем парагра­
фе будут введены аксиомы порядка, которые будут описывать взаим­
ное расположение точек на прямой и с помощью которых будут ус­
тановлены теоремы разбиения, играющие важную роль в геометрии.

§ 5. Аксиомы порядка

Как уже говорилось, аксиомы порядка описывают взаимное рас­
положение точек одной прямой. Д ля описания этого отношения при­
меняется термин « м еж д у » . Переходим к формулировке аксиом.

II. 1. Если относительно трех точек А , В, С известно, что они 
связаны отношением «между», то точки А , В, С суть различные 
точки одной прямой. П ри этом если точка В  лежит между точками 
А и С, то она лежит также между точками С и А.

Если запись [А, В , С) означает, что В  лежит между А  и С, 
то тогда

{А, В , С,} =  [С, В, А.}

II. 2. Каковы бы ни были точки А и С на прямой АС, существует 
точка В  такая, что С лежит между А и В.

II. 3. Среди любых трех точек, лежащих на одной прямой, не 
более чем одна лежит между двумя другими.

Сформулированные выше аксиомы порядка описывают отноше­
ние «между» для точек, расположенных на одной прямой. Поэтому 
они называются часто линейными аксиомами порядка. Из линей­
ных аксиом порядка не следует, что для любых трех точек одной 
прямой хотя бы одна лежит между двумя другими.

Будем говорить, что пара точек А , В  определяет отрезок А В . 
Точки А и В  будем называть его концами. Все точки, лежащие 
между А  и В , будем называть внутренними  точками отрезка А В ,
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все прочие точки прямой А В  будем называть внешними точками 
отрезка А В .

Из аксиомы II. 2 вытекает, что у каждого отрезка есть внешние 
точки. Из линейных аксиом порядка нельзя вывести, что у любо­
го отрезка есть внутренние точки.

Как будет видно ниже, важную роль в построении геометрии

II. 4. Пусть на плоскости 
даны три точки А , В , С, не 
лежащие на одной прямой (см. 
рис. 8 ), и пусть дана прямая 
а, не проходящая ни через одну 
из точек А , В, С (предпола­
гается, что прямая а лежит 
в плоскости, проходящей через 
точки А , В, С ). Тогда если 
прямая а пересекает отрезок 
А В во внутренней точке D , 
то прямая а проходит через 
внутреннюю точку хотя бы 
одного из двух отрезков АС  
или ВС.

Аксиома II. 4 была введена впервые венгерским математиком 
Пашем, поэтому аксиому II. 4 мы часто будем называть а к с и о ­
м о й  П а ш а .

Будем говорить, что три точки А , В, С , не лежащие на одной 
прямой, определяют треугольник ABC. Точки А, В, С называ­
ют вершинами треугольника, а отрезки АВ, ВС, А С  — его сто­
ронами.

С помощью только что введенных понятий аксиому Паша можно 
сформулировать следующим образом.

Если прямая а расположена в плоскости треугольника ABC , 
не проходит через точки А , В , С и пересекает одну из сторон тре­
угольника во внутренней точке, то прямая а пересекает по крайней 
мере одну из двух других сторон треугольника AB C  также во внут ­
ренней точке.

Сформулируем ряд теорем, которые являются следствиями а к ­
сиом связи и порядка.

Т е о р е м а  1. На каждом отрезке есть по крайней мере одна 
внутренняя точка.

Т е о р е м а  2. Среди трех точек одной прямой одна всегда ле­
жит между двумя другими.

Эта теорема является дополнением к аксиоме II. 3. Вместе с ак­
сиомой II. 3 отсюда вытекает, что для любых трех точек одной пря­
мой всегда одна и только одна лежит между двумя другими.
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Т е о р е м а  3 ( д о п о л н е н и е  к а к с и о м е  П а ш а ) .  
Если для треугольника A B C  и прямой а выполнены условия аксиомы 
Паша, то прямая а может пересекать только один из отрезкбв АС  
или ВС.

Т е о р е м а  4. На каждом отрезке имеется бесконечное 
множество внутренних точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этих теорем проводится с помощью 
ряда единообразных построений, основанных на аксиоме Паша. 
Мы приведем здесь лишь доказательство теоремы 1, которое дает 
достаточное представление о характере соображений, лежащих в 
основе доказательств тео­
рем 1—4. Доказательство 
остальных теорем подробно 
проведено в книге
Н. В. Ефимова «Высшая 
геометрия», к которой мы 
и отсылаем читателя.

Д о к а з а т е л ь с т в о  
т е о р е м ы  1. Н а произ­
вольной прямой а возьмем 
отрезок А В (рис. 9). Из 
аксиомы 1.3 вытекает, что рис э
существует точка Ғ, не ле­
жащая на прямой а. Через точки A, F согласно аксиоме 1.2 про­
ходит единственная прямая AF. Прямые а и AF, очевидно, различ­
ны. Из аксиомы II. 2 следует, что на прямой A F  есть точка D 
такая, что точка F лежит между A u D .  Н а прямой D B  согласно 
аксиоме II. 2 существует точка Е  такая, что В  лежит между D  и Е.

Применим к прямой FE  и треугольнику A D B  аксиому Паша. 
Тогда прямая FE  пересекает либо отрезок А В , либо отрезок D B  во 
внутренней точке. Прямая FE  не может пересекать отрезка D B, 
так как тогда, пользуясь аксиомой 1.2 , легко получим, что прямые 
D E , D F, А В  совпадают и, следовательно, точки А, В, F лежат на 
одной прямой, что невозможно. Итак, прямая FE  пересекает от­
резок А В  во внутренней точке Н.

Теорема доказана.

Т е о р е м ы  р а з б и е н и я

В этой части параграфа мы будем придерживаться обзорного 
порядка изложения. Нам важно четко сформулировать основные 
понятия и теоремы. Подробное изложение доказательств теорем, ко­
торые мы здесь приводим, читатель может найти в книге Н. В. Ефи­
мова «Высшая геометрия».

Будем говорить, что на прямой а две точки Л и В лежат по одну
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сторону от фиксированной точки О (рис. 10), если выполнены соот­
ношения

{А, В, О)
и ли

[В, А, О);

А В О С

Р и с .  10

будем говорить, что точки А и С лежат по разные стороны от точки
О, если выполнено соотношение

[А, О, С}
(напомним, что запись {А, О, С} означает, что точка О лежит меж­
ду точками Л и С).

Т е о р е м а  1. Пусть а — произвольная прямая и О — произ­
вольно фиксированная на ней точка. Тогда множество точек, лежа­
щ их на прямой а, за исключением точки О, можно разбить на два 
класса так, что точки, лежащие в одном классе, лежат по одну сто­
рону от точки О, а точки, принадлежащие разным классам, лежат по 
разные стороны от точки О.

Наметим схему доказательства теоремы 1. На прямой а берем 
точку Л, отличную от О (такая точка найдется в силу аксиомы I. 1). 
В первый класс относим точку Л и все точки, лежащие по ту же 
сторону от точки О, что и точка А . Во второй класс относим все 
прочие точки прямой а, исключая точку О. Первый класс не пуст, 
так как в нем имеется точка Л. Из аксиомы 11.2 вытекает, что су­
ществует точка В такая, что О лежит между А и В. Легко видеть, 
что точка В  принадлежит второму классу.

Доказательство теоремы теперь сводится к проверке следующих 
фактов:

1. Если точки М  и N  принадлежат первому классу, то точки М  
и N  лежат по одну сторону от точки О.

2. Если точки М ' и N ' принадлежат второму классу, то они так­
же лежат по одну сторону от точки О.

3. Если точки М" и N" принадлежат разным классам, то они 
лежат по разные стороны от точки О.

Пусть теперь на прямой а фиксирована точка О; тогда на пря­
мой а  определены два класса точек, о которых шла речь в теоре­
ме 1. Мы будем говорить, что каждый из классов определяет неко­
торую полупрямую, или луч, с началом в точке О. Из теоремы 1 вы­
текает, что всякая точка О прямой а разбивает ее на два луча с 
началом в точке О.
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Установим теперь отношение порядка на прямой а. Д ля этого 
сначала введем порядок для точек каждой из Двух полупрямых с 
общим началом в точке О. Если точки А и В  принадлежат одной по­
лупрямой, то мы будем говорить, что «Л предшествует В», или «В 
следует за Л» и записывать это в виде:

Л < ( В ,

если выполняется соотношение [В, А , О).
Имеет место
Т е о р е м а  2. Отношение предшествования, введенное выше для 

точек обеих полупрямых прямой а с общим началом в точке О, об­
ладает следующими свойствами:

1) оно установлено для любых двух точек каждой из полупрямых, 
т. е. любые две точки одной полупрямой связаны этим отношением;

2) отношение предшествования не определяется для одной и той 
же точки;

3) если А В , то В не Л ( отношение предшествования не 

симметрично) ;
4) если А В и В С, то А С (отношение предшест­

вования транзитивно).
Введем теперь отношение предшествования для всех точек пря­

мой а. Д ля этого условимся одну из полупрямых считать первой и 
обозначать I, а другую — второй и обозначать II. Отношение пред­
шествования для точек всей прямой а будем обозначать знаком

Мы будем считать, что
1. Если Л и Б  принадлежат I и В А.

2. Если Л принадлежит I, а В  совпадает с точкой О.
д  — <^ jg 3. Если Л совпадает с точкой О, а В  принадлежит II.

4. Если Л принадлежит I, а В  принадлежит II.
5. Если Л В и обе точки Л и Б  принадлежат II.

Имеет место
Т е о р е м а  3. Отношение предшествования, введенное выше 

для точек всей прямой а, обладает свойствами 1—4, сформулиро­
ванными в теореме 2.

Отношение предшествования можно вводить лишь двумя раз­
личными способами, отличающимися друг от друга лишь нумера­
цией полупрямых I и II. Если отношение предшествования на пря­
мой а построить с помощью полупрямых, имеющих начало в точке
0 1, отличной от О, то оно совпадает с одним из тех, которые были 
построены выше.
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Мы будем говорить, что на прямой введено направление, если 
для точек этой прямой введено определенное отношение предшест­
вования. Из теоремы 3 вытекает, что на прямой можно ввести толь­
ко два противоположных направления, а именно, если в направлении, 
построенном по теореме 3, точка А  предшествует точке В, то в 
другом направлении В предшествует А.

Р а з б и е н и е  п л о с к о с т и  п р я м о й

Пусть на плоскости а дана прямая а. Будем говорить, что точ­
ки А и В  (рис. 11) лежат по одну сторону от прямой а, если среди 
внутренних точек отрезка А В  нет точек прямой а. Д алее будем 
говорить, что точки А и С лежат по разные стороны от прямой а, 
если прямая а  пересекает отрезок АС  во внутренней точке (рис. 12).

Т е о р е м а  4. Всякая прямая а, лежащая на плоскости а, 
разбивает точки этой плоскости, не лежащие на прямой а, на два 
класса. Точки, принадлежащие одному классу, лежат по одну сторону 
от прямой а, а точки, принадлежащие разным классам, лежат по 
разные стороны от прямой а.

Рис. 11 Рис. 12

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка А не лежит на прямой 
а. В первый класс отнесем все точки плоскости а, не принадлежащие 
прямой а и расположенные по ту же сторону прямой а, что и точка

Рис. 13

А. Точку А также относим к первому классу. Ко второму классу 
относим все прочие точки плоскости а, не лежащие на прямой а. 
Первый класс, очевидно, непуст. Возьмем на прямой а какую-нибудь 
точку С (такая точка найдется по аксиоме 1.1). По аксиоме II. 2 
на прямой АС  есть точка В такая, что С лежит между Л и В
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(рис. 13). Точка В, очевидно, принадлежит второму классу. Итак, 
второй класс не пуст.

Д ля доказательства теоремы достаточно проверить выполнение 
следующих утверждений:

1. Если точки М  и N  принадлежат одному классу, то среди внут­
ренних точек отрезка M N  нет точек прямой а.

2. Если точки Р  и Q принадлежат разным классам, то прямая а 
пересекает отрезок P Q  во внутренней точке.

Мы ограничимся лишь рассмотрением случая, когда точки 
А , М, N  или А, Р, Q не лежат на одной прямой.

£
Р

Рис. 16

Если точки М  и N  принадлежат первому классу (рис. 14), 
то,"применяя аксиому Паша к прямой а и треугольнику A M N , 
убеждаемся, что прямая а не может пересечь отрезок M N  во внут­
ренней точке.

Точно так же, если М  и N  принадлежат второму классу (рис. 15), 
то в силу дополнения аксиоме Паша прямая а не может пересечь 
отрезок M N  во внутренней точке.

Наконец, если точки Р  и Q принадлежат разным классам, то 
снова, опираясь на аксиому Паша, убеждаемся, что прямая а 
пересекает отрезок PQ  во внутренней точке (рис. 16). Теорема  
доказана.

Из теоремы 4 вытекает, что всякая прямая на плоскости разби­
вает ее точки, не принадлежащие прямой, на два класса. Мы будем 
говорить, что каждый такой класс точек определяет полуплоскость. 
Прямую, разбивающую плоскость на две полуплоскости, будем на­
зывать границей  обеих полуплоскостей.

Аналогично определяются понятия о расположении в простран­
стве двух точек по одну или по разные стороны от данной плоскости, 
после чего устанавливается теорема о разбиении плоскостью мно­
жества точек пространства на два класса, являющаяся естественным 
обобщением теоремы 4.

Рис. 14 Рис. 15
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Пусть на плоскости а  даны две полупрямые k  и / с общим нача­
лом в точке О, причем k  и / вместе не образуют одной прямой. Фи­
гуру, образованную полупрямыми k  и / вместе с точкой О, будем 
называть углом  и обозначать *4k, I. Полупрямые k  и / называются 
сторонами угла, а точка О — его вершиной.

Дополним каждую из по­
лупрямых k  и I соответствен­
но полупрямыми k ' и I' до це­
лых прямых (рис. 17). Точку 
М  будем называть внутренней 
точкой *4 k, I, если по от­
ношению к прямой k k ' она 
лежит с той же стороны, что 
и точки полупрямой /, а по 
отношению к прямой // ' — по 
ту же сторону,что и точки по­
лупрямой k. Совокупность 
всех внутренних точек угла 

образует внутреннюю область угла. Все точки плоскости а, кото­
рые не лежат ни на сторонах угла, ни внутри него, образуют внеш­
нюю область угла.

Пусть в пространстве имеется п точек А у  , Л2, . . . ,  А п . Рассмот­
рим отрезки ЛИ2, А 2 А 3 ,  . . .  ,  A „ i t  А „ .  Совокупность этих от-

5 резков называется ломаной-, точки Л ь Л 2, ..., А п называются ее вер­
шинами, а отрезки Л4Л2, Л2Л3,..., А п _ у А п — звеньями.

Если точки Л J и Л я совпадают, то ломаная называется замкну­
той. Ломаная называется плоской, если все ее звенья леж ат в од­
ной плоскости. Плоская замкнутая ломаная называется много­
угольником.

В геометрии важную роль играют так называемые простые мно­
гоугольники. Многоугольник называется простым, если

1) из каждой его верши­
ны исходят только две сто­
роны,

2) никакие два звена, 
кроме соседних, не имеют 
ни общих концов, ни об­
щих внутренних точек, а 
всякие два соседних звена 
имеют единственную об­
щую точку. (Важно заме­
тить, что поскольку точки 
Л л и Л„ совпадают, то зве­
нья А уА г  и Л П_1Л„ счи­
таются соседними.)

§ 6. Угол, ломаная, многоугольник. Теорема Жордана

і /

Рис. 17
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Пусть на плоскости а  дан простой многоугольник Р  (рис. 18). 
Мы будем говорить, что точки А  и В лежат по одну сторону от мно­
гоугольника Р, если существует плоская ломаная L  с концами в 
точках Л и В, не имеющая общих точек о Р. Мы будем говорить, 
что точки С и D  лежат по разные стороны от многоугольника Р, 
если любая ломаная с концами в точках С и D  имеет хотя бы одну 
общую точку с Р  (само собой разумеется, что точки А , В, С, D 
не принадлежат многоугольнику Р, а ломаные с концами в точках 
А , В  или С, D лежат в плоскости а).

Т е о р е м а  Ж о р д а н а .  Всякий простой многоугольник, 
лежащий на плоскости а, разбивает точки плоскости а, не принад­
лежащие Р, на два класса так, что точки из одного класса лежат по 
одну сторону от Р, а точки из разных классов лежат по разные сто­
роны от Р.

Будем говорить, что каждый класс точек, определяемый много­
угольником Р, задает область на плоскости. Теорема Ж ордана состо­
ит в том, что всякий простой многоугольник разбивает плоскость на 
две области. Этим фактом постоянно пользуются в элементарной 
геометрии, принимая его за наглядно очевидный. На самом деле 
теорема Ж ордана имеет весьма сложное доказательство. Читатель 
может ознакомиться с ним, например, по книгам Д . Гильберта 
«Основания геометрии» (М. — Л ., Гостехиздат, 1948), А. Д . Алексан­
дрова «Выпуклые многогранники» (М .— Л ., Гостехиздат, 1950).

Можно установить, что одна из областей, на которые простой 
многоугольник Р разбивает плоскость, не содержит целиком ни од­
ной прямой плоскости а. Эта область называется в н у т р е н н е й  
о б л а с т ь ю  многоугольника Р. Д ругая область называется в н е ш ­
н е й  о б л а с т ь ю  многоугольника Р. Она, напротив, содержит в 
себе целиком некоторые прямые, принадлежащие плоскости а .

§ 7. Аксиомы конгруэнтности

Отношение конгруэнтности отрезков и отношение конгруэнт­
ности углов будем обозначать знаком = .  Это отношение удовлет­
воряет следующим аксиомам:

III. 1. Пусть а — произвольная прямая и А  — некоторая точка 
этой прямой. Пусть, далее, CD — произвольный отрезок. Тогда по 
каждую сторону от точки А  на прямой а существуют единственные 
точки В { и В,± такие, что

ABi  =  CD, ABi =  CD 
(рис. 19).При этом отношение конгруэнтности не зависит от 
того, в каком порядке записываются концы, ■отрезка, т. е.

А В  =  В А .

В2 А в, с  о
—о —---- ' О-------------- О— I (

Рис. 19
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Аксиома III. 1 утверждает, что от любой точки А произвольной 
прямой а  по каждую сторону от точки Л можно отложить отрезок, 
конгруэнтный данному, и притом только один.

III. 2. Отношение конгруэнтности отрезков удовлетворяет тре­
бованиям рефлексивности, симметрии и транзитивности, т. е.

а) АВ  =  АВ (рефлексивность),
б) если АВ  =  CD, то CD =  АВ (симметрия),
в) если АВ  =  CD, CD =  EF, то АВ  =  E F  (транзитивность).

111. 3. Пусть на двух прямых а и а' имеются соответственно точ­
ки А , В, С и А ', В ', С1. Тогда если две пары соответствующих отрез­
ков конгруэнтны, то и третья пара состоит из конгруэнтных отрез­
ков. Предполагается, что отрезки А В  и ВС, а также А ’В ’ и В 'С 1 
общих внутренних точек не имеют (см. рис. 20).'

А В С  а ' в'  С'

Рис. 20

Утверждение аксиомы III. 3 можно записать в одной из следую­
щих форм:

из в с т В ' С ' ’ следУет А С ^ А ’С ,
или

из д с  =  Д 'С '’ следУет ВС =  В'С'.

Первое соотношение аксиоматизирует без привлечения понятия сум­
мы отрезка утверждение, что при сложении двух пар конгруэнтных 
между собой отрезков снова получаются конгруэнтные отрезки. 
Второе соотношение аксиоматизирует без привлечения понятия раз­
ности отрезков аналогичное утверждение для разности отрезков.

III. 4. Пусть д а н ы k, I и полупрямая а с началом в точке О
(рис. 21). Тогда существуют полупрямые Ь' и Ь" с началом в точке О,
расположенные по разные стороны от полупрямой а 1 и такие, что

-ф k, I == а, Ь', 
k, I =  -4 а, Ь".

1 Под словами «точки А и В лежат по разные стороны от полупрямой а» 
понимается следующее: полупрямая а дополняется до целой прямой а: 
тогда отношение «точки А и В лежат по разные стороны от прямой а» опре­
делено. Оно и принимается за отношение «точки А и В лежат по разные сто­
роны от полупрямой а».
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Такие полупрямые Ъ' 
и b" в каждой из полу­
плоскостей, определя­
емых полупрямой а, 
единственны.

Аксиому III. 4 мож­
но наглядно сформу­
лировать так: от каж­
дой полупрямой в 
каждой полуплоскос­
ти можно отложить 
угол, конгруэнтный 
данному, и притом только один.

III. 5. Отношение конгруэнтности углов обладает следующими 
свойствами:

а) -4 k, I =  -4 I, k,
б) -4 k, I =  -4 k, I ( рефлексивность),
в) если ^4 k, I =  -4 т, п, то -4 т, п =  -4k , I ( симметрия),
г) если *4k , l  =  ^4т, п и  * 4 т ,п  =  <4р, q, то <4 k, I =  ^4 Р> <7

( транзитивность).
III. 6. Пусть даны два треугольника ABC и А 'В 'С ', пусть в них

ВА ш  В ’А',
АС =  А ’С',

^  ВАС  =  -4с В 'А 'С ' 

(рис. 22). Тогда

ABC  == Л А 'В 'С '

и

-4 АСВ =  -3 А ’С’В'.
Рис. 22

§ 8. Следствия из аксиом- связи, порядка и конгруэнтности

В этом параграфе рассматриваются факты, которые обычно сос­
тавляют содержание школьного курса геометрии. Они охватывают 
начало курса геометрии до теории параллельных. Большинство 
теорем будет приведено без доказательств, которые читатель либо 
легко восстановит сам, либо найдет в книге Н . В.Ефимова «Высшая 
геометрия».

1. П ризнаки конгруэнтности треугольников. Два треугольника 
A B C  и А ’В 'С ' называются конгруэнтными, если все соответствую­
щие стороны и все соответствующие углы этих треугольников кон­
груэнтны.
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Т е о р е м а  1 ( п е р в ы й  п р и з н а к  к о н г р у э н т ­
н о с т и  т р е у г о л ь н и к о в ) .  Если в треугольниках A B C  и 
А ' В 'С ' конгруэнтны два соответствующих угла и, кроме того, попар­
но конгруэнтны стороны, заключающие этот угол, то треугольники 
A B C  и А'В'С' конгруэнтны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что в треугольниках A B C  
и А'В'С'

В А == В'А', АС =  А'С', *4 ВАС =  *4 В'А'С'
(рис. 23). Докажем, что треугольник А'В'С' конгруэнтен треуголь­
нику ABC . По аксиоме III. 6

ABC ш  -4 А'В 'С ', «4 АСВ 

8 '

А'С 'В ',

и для завершения до­
казательства теоремы 
нам осталось устано­
вить, что

ВС ш  В 'С '.

Допустим, что это 
рис 23 не так- Тогда на пря­

мой В 'С ' от точки В ’
отложим отрезок В 'С " , конгруэнтный ВС, так, чтобы точки С' 
и С '' лежали бы по одну сторону от А 'В '.  Точки С' и С ", очевидно, 
не совпадают (рис. 24). По условиям теоремы и способу построения 
треугольники A B C  и А 'В 'С ' таковы, что

А В  =  А 'В ',  ВС =  В 'С " ,
^ A B C  =  ^ А 'В 'С " .

Отсюда на основании аксиомы III. 6 имеем:
4 В А С  =  ^ В 'А 'С " ,

а по условию

8 '

4 -ВАС  v  ^ В 'А 'С ' .

Полупрямые А 'С ' и А 'С "  лежат по одну 
сторону от прямой А 'В ',  имеют общее 
начало — точку А ' и составляют кон­
груэнтные углы с полупрямой А 'В ', что 
невозможно по аксиоме III. 4. Получен­
ное противоречие показывает, что допу­
щение о неконгруэнтности отрезков ВС  
и В 'С ' неверно и, следовательно,

Д  A B C  =  А  А 'В 'С '.

Георема доказана.
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Т е о р е м а  2 ( в т о р о й  п р и з н а к  к о н г р у э н т ­
н о с т и  т р е у г о л ь н и к о в ) .  Если у  двух треугольников ABC  
и А 'В 'С ' конгруэнтна какая-нибудь пара соответствующих сторон 
и углы, прилегающие к этим сторонам, также попарно конгруэнтны, 
то треугольники AB C  и А 'В 'С ' конгруэнтны.

Другими словами, если
А В  =  А 'В ',

^ В А С  =  ^ В ’А 'С ', 4 СВА  =  Jj.С В ’А
то треугольники ABC  
и А 'В 'С ' конгруэнтны.

Т е о р е м а  3. Пусть 
даны две точки О и 
О' (точка О может и 
совпадать с точкой О '), 
из которых соответст­
венно исходят полупря­
мые I, т, п и I', т ', п ', 
причем если т лежит 
внутри угла между I и п, 
то и т ' лежит внутри 
угла между Г и п '. Тогда
если две пары соответствующих углов конгруэнтны, то и третьи 

пары конгруэнтны. Например (рис. 25), если
^4I, т =  ^  V, т ',
*4т, п, ss  ^ т ' , п ' ,

п =  *4 Г , п ' ,то ^ 1 ,
или если

то

«ф/, п =  *4 Т, п', 
l$m , п =  -4 m ', п ' ,

J ) l, m  == -4 I', m ' •
Теорему 3 наглядно можно интерпретировать так: при сложении 

и вычитании конгруэнтны х углов мы вновь получаем конгруэнтные 
углы; при этом не вводится понятия суммы и разности углов.

Т е о р е м а  4.  Углы при основании равнобедренного треуголь­
ника конгруэнтны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A B C  — равнобедренный тре­
угольник и в нем

А В  =  ВС.
Рассмотрим треугольник A B C  два раза как два различных тре­
угольника A B C  и А С В , считая, что стороне А В  первого соответ­
ствует сторона ВС второго и стороне ВС первого треугольника соот­
ветствует сторона А В  второго. При этом соответствии сторона АС
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отвечает сама себе, угол А С В  отвечает углу С А В , угол С А В  — 
углу А С В  и, наконец, угол A B C  отвечает сам себе. Из теоремы 1 
вытекает, что треугольники А С В  и A B C  конгруэнтны, и потому

Jf. А С В  =  <4 С А В .

Теорема доказана.
Т е о р е м а  5 ( т р е т и й  п р и з н а к  к о н г р у э н т ­

н о с т и  т р е у г о л ь н и к о в ) .  Если в т реугольниках A B C  и 
А 'В 'С ' все т ри пары соответствующих сторон конгруэнт ны , то 
т реугольники A B C  и А 'В 'С ' такж е конгруэнт ны.

Эта теорема доказывается так же, как и в школьном курсе гео­
метрии, с помощью теорем 3 и 4.

2. Смежные и вертикальные углы. Два угла называются смеж ­
ны м и , если у них одна сторона общая, а две другие стороны состав­
ляют вместе одну прямую.

Угол, конгруэнтный своему смежному, называется прям ым.
Два угла называются верт икальными, если их соответствующие 

стороны попарно образуют прямые.
Т е о р е м а  6. П рям ой угол  

существует, т. е. сущ ест вует  угол, 
конгруэнт ный своему смеж ному.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
а  — некоторая прямая и А  — точ­
ка, не лежащая на ней (рис. 26)1. 
На прямой а  возьмем произволь­
ную точку В  и проведем полу­
прямую В М , составляющую с по­
лупрямой B N  (N — точка прямой а) 
угол, конгруэнтный углу N B A ,  
и расположенную по другую сторо­
ну от прямой а,  чем точка А .  При 
этом точка М  выбирается так, что 
А В  =  В М .  На основании теоремы 
разбиения прямая а  пересекает 
прямую A M  в некоторой точке С.

По первому признаку конгру­
энтности треугольники A B C  и 
В М С  конгруэнтны и,следовательно, 
углы А С В  и М С В  конгруэнтны. 

Так как эти углы смежные, то каждый из них является прямым.
Теорема доказана.
Т е о р е м а  7. Если два угла  конгруэнт ны , то и смежные углы  

такж е конгруэнт ны.

М
,А

а В N

С 'J

М

Рис. 26

1 В доказательстве теоремы рассмотрен случай, которому соответству­
ет рис. 26, о). Доказательство теоремы для двух других случаев (рис. 26,6) 
и в)) читатель легко проведет сам.
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Т е о р е м а  8. Вертикальные углы конгруэнтны между собой.
Т е о р е м а  9. Все прямые углы  меж ду собой конгруэнт ны.
Т е о р е м а  10. Д л я  каж дого от резка А В  сущ ест вует  единст вен­

ная внут ренняя точка О т акая, что

А О  =  ОВ.

Точка О называется серединой от резка А В .
Теорему 10 в другой редакции можно сформулировать так: каж­

дый отрезок можно разделить пополам и притом единственным об­
разом.

Т е о р е м а  11. В каж дом равнобедренном т реугольнике бис­
сектриса угла  при верш ине есть медиана и высота.

Т е о р е м а  12. Каж дый угол можно разделит ь пополам и при­
том единственным образом.

Т е о р е м а  13. Через каж дую т очку плоскости проходит  одна  
и только одна прям ая, перпендикулярная данной прямой.

3. Сравнение между собой отрезков и углов. Пусть даны 
два отрезка А В  и C D . Если внутри отрезка А В  существует точка 
Е  такая, что А Е  =  C D , то будем говорить, что отрезок А В  боль- ’ 
ше отрезка C D , и записывать это так: А В  >  C D .

Мы также будем говорить в этом случае, что отрезок CD  мень­
ше отрезка А В , и пользоваться записью: CD  <  А В .

Непосредственно из аксиом порядка и конгруэнтности вытекают 
следующие теоремы.

Т е о р е м а  14. Д л я  любых двух отрезков А В  и CD  всегда выпол­
нено одно и только одно из т рех соот нош ений:

А В  <  CD ,
А В  =  CD ,
А В  >  C D .

Т е о р е м а  15. Отношение «больше» обладает  свойством т ран­
зитивности, но ни рефлексивностью, ни симмет рией не обладает.

После того как введено отношение <  между отрезками и дока­
заны его основные свойства (теоремы 14 и 15), точно так же вводит­
ся отношение <  для углов и устанавливаются теоремы о свойствах 
этого отношения, аналогичные теоремам 14 и 15. Далее справедливы

Т е о р е м а  16. Во всяком т реугольнике внешний угол больше 
любого внут реннего, с ним  не смежного.

Т е о р е м а  17 . В о  всяком т реугольнике по крайней мере два 
угла  острые.

Т е о р е м а  18. В т реугольнике больш ая ст орона лежит против 
большего угл а  и, обрат но, больш ий угол лежит прот ив большей ст о­
роны.

Т е о р е м а  19. П ерпендикуляр короче наклонной.
Т е о р е м а  20.  Каж дая ст орона т реугольника меньше суммы  

и больше разност и двух д р уги х  его ст орон.
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Из последней теоремы непосредственно вытекает 
Т е о р е м а  21.  Отрезок прямой короче ломаной, соединяющей 

его концы.

§ 9. Группа преобразований множества

1. Преобразования множества. Пусть М  —- произвольное мно­
жество; элементы его будем обозначать буквами х, у , г, ... . Если 
каждому элементу х  множества М  поставлен в соответствие неко­
торый вполне определенный элемент х' =  /  (х) этого же множества 
М , то мы будем говорить, что определено отображ ение f  множест­
ва М  в себя. Элемент х' обычно называют образом  элемента х 
при отображении /, а х  — прообразом  элемента х' =  } (х).  Мно­
жество М  называют областью определения отображ ения }, а сово­
купность всех образов х' — f  (*), где х £ М , — област ью  зн а­
чений отображ ения f  и обозначают /  (М) .

Очевидно, f ( M) G. M.  Если f  (М)  =  М ,  то говорят, что /  есть 
отображ ение множества М  на себя.

Отображение f  множества М  на себя называется взаимно одно­
значным, если разным x t и х2 отвечают всегда разные элементы 
х \ =  /  (л:,) и х2' =  f  (х2) . В дальнейшем взаимно однозначные 
отображения множества М  на себя будем называть преобразова­
ниям и  множества М .

Пусть /  — преобразование множества М . Так как для всякого 
х ' £ М  относительно преобразования f  есть только единственный 
прообраз х, то, относя каждому элементу х ’ £ М его прообраз 
при преобразовании f, получим некоторое отображение

*  =  ф (* ')

множества М  на себя. Легко видеть, что <р — взаимно однозначное 
отображение М на себя, т. е. <р является преобразованием М. Преоб­
разование ф называется обрат ным  к преобразованию /  и обозна­
чается

* =  /Т1 (*')•

Пусть
X' =  / ,  (х)

и
х' =  /2 (*)

— два преобразования множества М . Каждому элементу х  £ М  
сопоставим элемент х' такой, что х' есть образ элемента /, (х) от­
носительно преобразования f2. Другими словами, действуем на х 
сначала преобразованием /„  а к элементу (х) применяем затем
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преобразование /г. В результате получаем некоторое преобразова­
ние множества М:

х' =  /2 (ft (х)).
Оно называется произведением  преобразований / і  и /г и обозна­
чается

и и
в применении к любому элементу х £ М  имеем:

(/2/ 1) (*)=
Произведение преобразований, вообще говоря, зависит от того, 

в каком порядке они производятся, т. е. не при всяком х £  М  ра­
венство

/а (/< W) =  А (М*))

может быть верным. Поэтому мы обращаем внимание, что для преоб­
разования

х ’ = ( / 2/1 ) W
вначале осуществляется преобразование Д над х, а затем к резуль­
тату /2 (х) применяется преобразование /2.

Преобразование, оставляющее все элементы на своих местах, 
называется тождественным и обозначается е. Очевидно, что если

*  =  /  (*)
— некоторое взаимно однозначное преобразование множества М  и

х! =  ГЛх)
— обратное ему преобразование, то

/  (ГЧ*) ) =  х  =  е (х), Г 1 (f (х) ) =  х  =  ? (х),
и, следовательно,

Таким образом, произведение данного преобразования и обратного 
к нему есть тождественное преобразование; при этом  порядок, в 
котором  п р о и зво д ятся  п р ео б р азо ван и я  f  и f~l , б езр азл и ч ен .

2. Понятие группы. В этом пункте мы напоминаем читателю 
понятие группы и ряд простейших фактов, непосредственно выте­
кающих из определения группы.

Говорят, что в совокупности объектов G,  природа которых без­
различна, определена операция, если некоторым парам элементов 
a, b £ G, взятых в определенном порядке, поставлен в соответствие 
по определенному закону некоторый элемент с £ G. Обычно ука­
занную операцию называют умнож ением  и обозначают так:

с — а  ■ Ь,
элемент с  называется произведением  элементов а  и Ь.
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Множество G с введенной в нем по некоторому определенному за­
кону операцией умножения называют г р у п п о й ,  если выполняют­
ся следующие условия ( а к с и о м ы  г р у п п ы ) :

1. Д ля  каждой пары элементов а ,Ь (^ б  определено произведение

с =  а • b £  G.

2. Д ля  любых трек элементов а, Ь, с £ G всегда имеет место 
равенство

(а ■ Ь) • с — а ■ (Ь ■ с),

которое обычно называется з а к о н о м  а с с о ц и а т и в н о с т и  
для умножения.

3. Существует такой элемент G, что для любого а ~  G 
имеет место равенство

а -е  =  а.
Элемент е называется единицей группы.

4. Д ля  любого элемента а £ G существует такой, зависящий 
от а элемент х £  G, что имеет место равенство:

а -х  =  е.
Элемент х  называется обратным элементу а и обозначается а~1.

Отметим простейшие факты, вытекающие непосредственно из 
определения группы.

а) Если е — единица группы, то для любого а £ G имеем:
е ■ а =  а.

Действительно, из соотношения

е • е =  е =  а ■ а -1,

справедливого при любом а £ G, имеем: с. (а а -1) =  а ■ а -1. 
Пусть а* — обратный элемент для а -1 , тогда

а~' ■ а* — е,

и потому, используя ассоциативность умножения, получим из соот­
ношения

е • (а • а~ ')=  а • а~х

равенство
(е-а)-(а~1 а*) =  а (а.-1 а*).

Отсюда
(е ■ а) ■ е =  а ■ е,

и, так как е — единица группы, получаем:

е ■ а =  а.
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Таким образом, если в — единица группы, то она одновременно 
и «правая», и «левая» единица.

б) В каждой группе есть только одна единица.
Действительно, если в группе G имелось бы две единицы, е и е 1(

то, используя утверждение а), мы бы имели, что
e t — е • е{ — е,

т. е.
е , =  е.

в) Если а • х  =  е, то х ■ а =  е. Благодаря этому свойству 
нет надобности различать «правый» и «левый» обратные элементы.

Итак, пусть
а ■ х  =  е.

Положим
х -а  — у,

где у £  G по определению группы. Отсюда
(х-а) • х — у  • х,

или
х-(а  • х) — у  ■ х.

Так как
а -х  =  е,

то
X — у  • X.

Пусть х г1 — элемент, обратный к элементу х:
лг-лг1 =  е.

Тогда
х-х~ х — (у -х )-х г1.

Отсюда
е =  у . ^ . л г 1) =  у • е =  у.

Итак,
у =  г.

г) Если а • х =  е и а ■ у =  е, то х  =  у , т. е. обратный 
элемент для данного элемента а определяется однозначно.

Действительно, если а-1 — элемент, обратный для а, то, ис­
пользуя свойство в), имеем:

а-1 =  а-1 • е =  а г 1 • (а • х) — (а-1 -а)- х  =  е ■ х  — х,
а~1 =  а -1 • е =  а-1 -(а-у) =  (а-1 • а) ■ у  =  е • у =  у.

Отсюда
х  — у.

д) Из всех свойств группы, отмеченных выше, легко вытекает 
следующее предложение: по данным элементам а и Ь всегда, и при­
том однозначно, находится элемент х, удовлетворяющий равенству 
а .х  =  Ь, именно х  =  а -1 • Ь, а также элемент у, удовлетворяющий
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равенству у ■ а — Ь, именно у  — b ■ а~*. Таким образом, вгруп- 
пе G всегда, и притом однозначно, определено действие, обрат­
ное групповому умножению.

Множество Н, состоящее из части элементов группы G, на­
зывается подгруппой, если оно относительно операции умножения, 
определенной в G, само является группой. Очевидно, во всякой 
подгруппе Я  группы G содержится единица группы, и наряду с 
каждым элементом а в подгруппу входит и обратный ему элемент а-1 .

В сякая группа имеет две тривиальные подгруппы: саму группу 
и группу, состоящую из одного элемента — единицы группы. В ся­
кая подгруппа данной группы, отличная от этих двух тривиальных 
подгрупп, называется собственной.

3. Группа преобразований множества. Пусть М  — некоторое 
множество. В п. 1 настоящего параграфа мы определили понятие 
преобразования множества М  и ввели операцию умножения таких 
преобразований. Имеет место следующая важная

Т е о р е м а  1. Совокупность преобразований множества М  от­
носительно операции умножения образует группу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что под произведением 
f 2 /і  двух преобразований /, и / 2 множества М , взятых в определен­
ном порядке, мы понимали преобразование множества М , состоя­
щее в последовательном выполнении над любым элементом х  мно­
жества М  сначала преобразования / ь  а затем преобразования / 2, 
т. е, если х  £ М , то '

i f  г / і) (х) =  / 2 (Л (х) )■
Как уже было отмечено в п. 1 настоящего параграфа, произведение 
двух преобразований множества М  снова есть преобразование мно­
жества М . Поэтому доказательство теоремы 1 сводится к проверке 
аксиом 2, 3, 4, входящих в определение группы.

Д ля любых трех преобразований множества М  имеем:
/з ( /2/ 1) =  (/ з/ 2)/1 >

Действительно, если
X' =  /1  (х),
X' =  fz  (х),
X' =  /з  (X)

— данные преобразования, то / 3 ( /2/0  и (/3/ 2 ) / 1  в конечном ито­
ге определяют одно и то же преобразование

=  f» if 2 (/l « ) ) •
Отсюда и вытекает, что

/з (fzfi)  =  (/3/2) f i .
Далее, если буквой е обозначить тождественное преобразование, 

то для любого преобразования /  множества М  имеем:
f e = f .
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Действительно, для любого х  £ М  имеем: 
е (х) =  х,

и потому если
=  f  (х)

— преобразование, обозначенное буквой /, то fe представляет собой 
преобразование

х ' =  f  (е {х)) =  /  (х),
совпадающее с /.

Далее, для преобразования f  множества М , как показано в 
п. 1 § 9, всегда есть обратное [~1, для которого справедливо соотно­
шение

f t 1 =  е.

Итак, совокупность преобразований множества относительно 
операции умножения удовлетворяет всем аксиомам группы.

Теорема доказана.
Любую подгруппу группы всех преобразований множества М  

обычно также называют группой преобразований множества М . 
Для того чтобы некоторая совокупность преобразований множества 
М была группой, достаточно соблюдение следующих двух требова­
ний:

1. Если f  1 и f 2 суть преобразования данной совокупности, то их 
произведение f 2fi  должно также входить в эту совокупность.

2. Если f  — какое-нибудь преобразование из данной совокупности, 
то обратное ему преобразование также должно принадлежать 
этой совокупности.

Действительно, как было показано в доказательстве теоремы 1, 
закон ассоциативности для произведения преобразований множест­
ва М  всегда выполняется; далее из условий 1 и 2, которым удовлет­
воряет рассматриваемая совокупность преобразований, вытекает, 
что единица группы преобразований (тождественное преобразова­
ние) также входит в указанную совокупность.

Таким образом, совокупность преобразований данного множест­
ва, удовлетворяющая требованиям 1 и 2, образует группу.

4. Геометрия данной группы. Пусть даны множество произволь­
ных элементов М  и некоторая группа его преобразований G. Мно­
жество М  называют пространством, его элементы — точками, 
а всякую совокупность точек — фигурой.

Фигуру Qi будем называть эквивалентной или равной фигуре 
Q2 относительно группы G, если в группе G есть преобразование, 
переводящее фигуру Q, в фигуру Q2.

Всякое отношение эквивалентности или равенства между фигу­
рами должно удовлетворять требованиям рефлексивности, симмет­
рии и транзитивности. Из условий, характеризующих Группу
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преобразований (условия 1 и 2, сформулированные в конце п. 3), 
вытекает, что введенное отношение эквивалентности фигур обладает 
указанными свойствами.

Действительно, любая фигура Q эквивалентна самой себе, по­
скольку тождественное преобразование е пространства М  входит 
в группу G. Далее, если фигура Qi эквивалентна фигуре Q2, то 
Q1 переводится в Q2 некоторым преобразованием /  £ G. Очевидно, 
что преобразование f  -1 переводит фигуру Q2 в фигуру Qy. Следо­
вательно, фигура Q2 эквивалентна фигуре Qj. Итак, отношение 
эквивалентности симметрично.

Пусть теперь фигура Qt эквивалентна фигуре Q2, а фигура Q2 
эквивалентна фигуре Q3. Обозначим через / 4 и / 2 преобразования 
из группы G, переводящие соответственно в Q2 и Q2 в Q3. Тог­
да преобразование /  =  f j i  переводит Q4 в Q3. Таким образом, фи­
гуры Qi и Q3 эквивалентны, и транзитивность отношения эквива­
лентности доказана.

Из свойств рефлексивности, симметрии и транзитивности отноше­
ния эквивалентности вытекает, что все фигуры пространства М  раз­
биваются на попарно непересекающиеся классы эквивалентных 
фигур.

Известный немецкий математик Ф. К л е й н  (1849— 1925) в 
конце XIX века предложил считать геометрическими лишь те чис­
ловые характеристики и свойства фигур пространства М , которые 
остаются неизменными относительно любых преобразований из 
группы G. Другими словами, геометрическими являются лишь те 
числовые характеристики и свойства фигур пространства М , ко­
торые одинаковы у всех эквивалентных между собой фигур. Так 
как отношение эквивалентности фигур строится по фиксированной 
группе преобразования G пространства М , то, рассматривая различ­
ные группы преобразований пространства М , мы можем получить 
разные геометрии в этом пространстве.

Числовые характеристики и свойства фигур, не изменяющие­
ся при некотором преобразовании /  пространства М , называются 
инвариантами преобразования f. Согласно Клейну, геометрией 
пространства М , построенной с помощью группы G преобразо­
ваний этого пространства, называется система предложений об 
общих инвариантах всех преобразований группы G.

Идея Клейна рассматривать различные геометрии как теории 
инвариантов соответствующих групп вскрыла глубокие связи меж­
ду разнообразными геометрическими системами, которые были 
исследованы к восьмидесятым годам XIX века. Эта точка зрения 
была изложена Клейном в 1878 г. при вступлении на кафедру уни­
верситета в г. Эрлангене в лекции «Сравнительное рассмотрение 
новейших геометрических исследований», которую теперь при­
нято называть «Эрлангенской программой». Идеи Клейна ока­
зали большое влияние на дальнейшее развитие геометрии в X IX  и 
XX веках.
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В главах I, II, III будут даны конкретные приложения теорети­
ко-групповых методов Клейна в геометриях Евклида, Лобачев­
ского, аффинной и проективной.

§ 10, Движения. Конгруэнтные фигуры

1. Движения. В пространстве, образованном точками, прямы­
ми и плоскостями, удовлетворяющими аксиомам связи, порядка и 
конгруэнтности, будем рассматривать преобразования точек. Как 
было выяснено в п. 3 §9 , совокупность всех таких преобразований 
относительно операции умножения образует группу. Нас будет ин­
тересовать некоторая подгруппа этой группы, состоящая из преоб­
разований, оставляющих инвариантной конгруэнтность отрезков.

Пусть /  — преобразование пространства, переводящее точку А 
в точку А ' и точку В в точку В '. Отрезки А В  и А 'В ' будем назы­
вать соответствующими.

Преобразование /  точек пространства будем называть движени­
ем, если для любых точек А, В отрезок А В  и соответствующий ему 
отрезок А'В' конгруэнтны.

Т е о р е м а  1. Совокупность движений пространства образу­
ет группу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно результатам п. 3 § 9, для 
доказательства теоремы достаточно установить, что произведение 
двух движений есть снова движение и преобразование, обратное 
движению, также является движением.

Пусть / і  и / 2 — два движения и А и В  — любые точки прост­
ранства. Преобразование f t переводит точки Л и В в точки А ' и В ', 
а преобразование /2 переводит точки Л ' и В ' в точки А "  и В " . Если 
f  — произведение движений и / 2, то отрезки А В  и А " В "  —  соот­
ветствующие.

Так как
А В  =  А 'В '

А 'В ' == А "  В " ,  
то из аксиомы III. 2 следует, что

АВ  =  А "  В " .

Отсюда вытекает, что преобразование f  — произведение дви­
жений /і и / 2 — является движением.

Пусть f  — движение пространства. Так как f  — преобразова­
ние пространства, то для него существует обратное преобразова­
ние / 71, являющееся также взаимно однозначным отображением 
точек пространства. Если движение /  переводило две любые точ­
ки А и В пространства в точки А ' и В ', то обратное преобразова­
ние переводит А ' и В ' в точки А и В.
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Так как /  есть движение, то
А В  =  А 'В '.

По аксиоме III. 2 отношение конгруэнтности отрезков симметрич­
но. Поэтому

А 'В ' == АВ.

Отсюда вытекает, что преобразование / -1 является движением. Тео­
рема доказана.

Фигуры, эквивалентные относительно группы движений, на­
зываются конгруэнтными. Другими словами, две фигуры конгру­
энтны, если существует движение пространства, переводящее од­
ну фигуру в другую. Классы эквивалентных фигур относительно 
группы движений называются классами конгруэнтных фигур.

Выше движения были определены как преобразования точек 
пространства, сохраняющие конгруэнтность отрезков. Поэтому из 
определения движения еще не вытекает непосредственно утверж­
дение: если точки А , В, С,. . . расположены на одной прямой а, то 
образы этих точек А ', В ', С ', . . . относительно любого движения 
также лежат на одной прямой. Этот вопрос требует специального 
рассмотрения, которое проводится в теореме 2.

Т е о р е м а  2. При движении прямая переходит в прямую. 
Д ругим и словами, свойство точек принадлежать прямой инвариант­
но относительно любого преобразования из группы движений.

Доказательство теоремы есть простое следствие теоремы 20 
п. 3 § 8. Действительно, если Л, В, С — три точки прямой а, то 
одна из них лежит между двумя другими. Допустим для определен­
ности, что В  лежит между Л и С. Таким образом, отрезок АС  сос­
тавлен из отрезков А В  и ВС. Если образы точек А , В , С при дви­
жении / —точки Л, В, С—не лежат на одной прямой, то точки Л ', 
В ’, С' образуют треугольник, и по теореме 20 § 8 отрезок А 'С ' 
меньше отрезка, составленного из отрезков А 'В ' и В 'С '. Так как 

А В  =5 А 'В ' и ВС  == В 'С ',
то

А С >  А 'С ’, 

но это противоречит тому, что
АС  =  А 'С ',

ибо отрезки АС  и А 'С ' — соответствующие при движении f.
Итак, образы точек прямой а при движении /  расположены на 

некоторой прямой а '.  Обозначим через М  множество точек пря­
мой а, а через М '  — множество точек прямой а '. Докажем, что дви­
жение /  переводит М  на в с е М '. Если через /  (М) обозначить об­
раз множества М  при движении /, то, очевидно,

/  (М) С  М '.
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Докажем, что
/  (/И) =  ЛГ.

Если бы это было не так, то нашлась бы точка X ' , принадлежа­
щая множеству М ' и не принадлежащая множеству /  (М). Пусть
О и А —  две любые точки прямой а  и О' и Л ' — их образы. Оче­
видно, 0 ' , A ' £ f ( M )  и

ОА =  О 'Л '.
Пусть, для определенности, точка X ' лежит между точками 0'  
и Л '. В силу аксиом III. 1—Зн а прямой а существует единственная 
точкаХ  такая, чтоХ  лежит между О и Л, и имеют место соотноше­
ния

0 Х  =  0 'Х ' ,  ХЛ =  Х 'Л '.
Отсюда следует, что образ точки X при движении /  есть точка X '. 
Так как Х £ М ,  то X '  £ f  (М) и, следовательно, наше допущение, 
что образ множества М  не покрывает все множество М ', не верно,
и, стало быть,

/(М ) =  ЛГ.
Теорема доказана.
Т е о р е м а  3. Пусть точки А , В и С движением переводятся 

в точки А ' , В ', С ', тогда угол между отрезками А В  и ВС конгруэн­
тен углу между отрезками А 'В ’ и В 'С '.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 2 вытекает, что отрезки 
А В , ВС, АС  движением переводятся соответственно в отрезки А 'В ', 
В 'С ', А 'С '. Так как при этом

А В  =  А 'В ',
ВС  =  В 'С ',
АС  =  А 'С ',

то из третьего признака конгруэнтности треугольников вытекает, 
что ABC  =  ^4 А 'В 'С '.

Теорема доказана.
Из теоремы 3 вытекает, что углы, образованные полупрямыми 

с общим началом, при всяком движении переводятся в конгруэнт­
ные углы.

Отметим без доказательства следующие теоремы.
Т е о р е м а  4. При движении плоскость переходит в плоскость. 

Другими словами, свойство точек принадлежать плоскости инва­
риантно относительно любого движения.

Т е о р е м а  5. Пусть А , В , С, D  — четыре точки некоторой 
фигуры Q (т. е. некоторого множества точек), не лежащие в одной 
плоскости; Л'  — произвольная точка пространства, а — некоторая 
прямая, проходящая через точку А ', и а —какая-нибудь плоскость, 
проходящая через прямую а. Тогда существует движение, при ко-
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Рис. 27

тором точка А совме­
щается с А '  (рис. 27), 
точка В попадает на 
прямую а с любой зара­
нее указанной стороны 
от точки А '; точка С 
попадает на плоскость 
а с любой заранее ука­
занной стороны от пря­

мой а, а точка D займет положение с любой заранее указанной 
стороны от плоскости а .

Т е о р е м а  6. Если три не лежащие на одной прямой точки
А , В, С фигуры Q совпадают с соответствующими точками 
А ',В ',  С' конгруэнтной фигуры Q', то возможны два случая: а) каждая 
точка фигуры Q совпадает с соответствующей точкой фигуры Q' ,
б) каждая точка фигуры Q, лежащая в плоскости ABC, совпадает 
с соответствующей точкой фигуры Q', остальные же соответствую­
щие точки этих фигур лежат по разные стороны от плоскости AB C  
и каждая точка фигуры Q' однозначно определена положением соот­
ветствующей точки фигуры Q (в последнем случае фигуры называ­
ются с и м м е т р и ч н ы м и  относительно плоскости, проходящей 
через точки А , В, С).

В планиметрии теоремам 5 и 6 соответствуют следующие теоремы.
Т е о р е м а  5а. Пусть А , В, С — три точки некоторой фигу­

ры Q, не лежащие на одной прямой, А ' — произвольная точка плос­
кости, и а — какая-нибудь прямая, проходящая через точку А . Тог­
да существует движение, совмещающее точку А с точкой А ', пере­
водящее точку В в точку прямой а, расположенную с заданной сторо­
ны от точки А 1, и переводящее точку С в точку полуплоскости, рас­
положенной с заданной стороны от прямой а (рис. 28).

Т е о р е м а  6а.  Если две различные точки А и В фигуры Q 
совпадают с соответствующими точками А ' и В ' конгруэнтной 
фигуры Q’, то возможны два случая: а) каждая точка фигуры Q 
совпадает с соответствующей точкой фигуры Q', б) каждая 
точка фигуры Q', лежащая на прямой а, совпадает с соответствую­
щей точкой фигуры Q', остальные же соответствующие точки 
этих 'фигур лежат по разные стороны от прямой а, и каж-

О

О
В

с
о

Рис. 28

а

дая точка фигуры Q' 
однозначно определена 
положением соответ­
ствующей точки фигуры 
Q (в последнем случае 
фигуры Q и Q' называ­
ются с и м м е т р и ч н ы ­
м и  относительно пря­
мой а) .
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Теоремы 5 и 5а характеризуют степень свободы перемещения 
фигур в пространстве и на плоскости с помощью движений, а тео­
ремы 6 и 5а дают условия, определяющие положение фигуры; 
именно, в пространстве три точки фигуры определяют ее положение 
с точностью до симметрии относительно плоскости, проходящей 
через эти три точки, а в планиметрии две точки определяют поло­
жение фигуры с точностью до симметрии относительно прямой, 
проходящей через указанные две точки.

Отсюда, в частности, следует, что движение пространства пол­
ностью определено, если известны образы четырех каких-нибудь то­
чек, не лежащих водной плоскости,а в планиметрии движение пол­
ностью определено, если известны образы трех точек, не лежащих 
на одной прямой.

Эти утверждения есть непосредственные следствия теорем 6 
и 6а, если в них в качестве фигуры Q взять соответственно все про­
странство или плоскость.

В нашем изложении в качестве основного отношения было взято 
отношение конгруэнтности, описываемое аксиомами I I I .  1—6, и 
с помощью него как производное было построено понятие движения.

Можно было бы, наоборот, движение вводить как основное по­
нятие, определяя его как преобразование точек пространства, 
которое должно удовлетворять ряду аксиом.

Мы не будем здесь приводить полного списка этих аксиом; от­
метим только, что утверждение теорем 1—6 должны быть приняты 
за аксиомы.

§11.  Аксиомы непрерывности. Измерение длин отрезков

С помощью аксиом связи, порядка и конгруэнтности было вве­
дено сравнение отрезков так, что для любых двух отрезков один 
либо больше другого, либо меньше его, либо конгруэнтен ему.

Однако этих аксиом недостаточно, чтобы решить задачу об из­
мерении отрезков, которая заключается в том, чтобы выразить от­
ношение любого отрезка к данной линейной единице с помощью 
определенного числа. Д ля решения этой задачи приходится при­
влекать новые аксиомы, которые обычно называют аксиомами непре­
рывности. Прежде чем формулировать эти аксиомы, введем некото­
рые понятия и обозначения.

Пусть а =  А В  — некоторый отрезок. На некоторой прямой I 
отложим от точки УИ0 отрезок конгруэнтный А В , затем от
точки отложим отрезок M tM 2, конгруэнтный А В , так, что точ­
ка Му лежит между точками Л40 и М 2, далее от точки М.2 отложим 
отрезок М 2М з, конгруэнтный А В , так, что точка М 2 лежит меж­
ду Му и М 3, и т. д. Этот процесс будем продолжать до тех пор, пока 
мы не построим точку М п, т. е. отрезок А В  последовательно отло­
жим от точки М 0 на прямой I в определенную сторону л раз. Стре-
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зок MJVln и все отрезки, конгруэнтные ему, будем обозначать п а  
и говорить, что они получены умножением отрезка а на натураль­
ное число п.

Если отрезок Ь таков, что имеет место соотношение n b  =  a 
(п — натуральное число), то будем говорить, что отрезок b полу­
чается умножением отрезка а на число —, и обозначать его — а.

п п
Если для отрезка а можно найти отрезок b такой, что

Ь = -  а (п — натуральное число), то определим отрезок — а по- 
п п

средством равенства — а  =  m b  (т — натуральное число). 
п

Д ля того чтобы решить задачу об измерении отрезков, вводит­
ся аксиома IV. 1, которую обычно называют аксиомой Архимеда1. 
Аксиома Архимеда, как мы увидим ниже, позволяет, если выбрана 
линейная единица, для каждого отрезка единственным образом оп­
ределить некоторое положительное число, которое указывает, 
«сколько раз линейная единица укладывается в данном отрезке». 
Это число называют длиной отрезка. Д ля того чтобы решить обрат­
ную задачу — по заданному положительному числу найти отрезок, 
длина которого равна этому числу, — необходимо ввести еще одну 
аксиому IV .2. Эта аксиома представляет собой аналог известного 
принципа Кантора о стягивающихся промежутках. Поэтому аксио­
му IV .2 мы будем называть аксиомой К а н т о р а 2.

Перейдем к формулировке аксиом непрерывности.
IV. 1 ( а к с и о м а  А р х и м е д а ) .  Каковы бы ни были отрезки 

а и Ь, найдется натуральное число п такое, что
nb >  а.

IV .2 ( а к с и о м а  К а н т о р а ) .  Пусть на какой угодно пря­
мой а дана бесконечная последовательность отрезков A fiy ,  А.,В2, ..., 
из которых каждый последующий лежит внутри предыдущего-, пусть, 
далее, каким бы ни был заранее данный отрезок, найдется номер п, 
для которого А пВ п меньше этого отрезка. Тогда существует на 
прямой а точка X , принадлежащая всем этим отрезкам.

Из условия аксиомы Кантора сразу следует, что существует 
только одна точка X ,  лежащая внутри всех отрезков А пВ п. Дейст­
вительно, если на прямой а имеется еще другая точка Y , лежащая 
внутри всех отрезков А пВ п, то при любом п имеем

A n B n > X Y ,

что исключено условием аксиомы Кантора.
2. Д лина отрезка. Основные теоремы о длине отрезка. Пусть 

каждому отрезку а пространства по некоторому определенному

' А р х и м е д  (287—212 до н. э.)— великий математик древней Греции.
2 Г. К а н т о р  (1845—1918) —  крупный немецкий математик.
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правилу отнесено вещественное число а .  В таком случае мы будем 
говорить, что на множестве отрезков пространства определена ве­
щественная функция отрезка

а  =  /(а).

Вещественная функция отрезка 1(a) называется длиной отрезка, 
если она удовлетворяет следующим условиям:

1. Д ля  любого отрезка а

1(a) >  0.

2. Если а == Ь, то

1(a) =  1(b).

3. Если В  —  внутренняя точка отрезка АС , то

ҚАС) =  1(А В ) +  1(ВС).

С
ь-

6 ' 'v'----
а + Ь

Рис. 29

Условие 3 удобно записать также в следующей эквивалентной фор­
ме. Пусть даны два отрезка а и Ь. Суммой этих отрезков назовем 
отрезок с, который получается на некоторой прямой отклады­
ванием сначала отрезка А В , конгруэнтного отрезку а, а затем от­
резка ВС, конгруэнтного отрезку Ь, при этом точка В  лежит между 
А и С (см. рис. 29). Д ля суммы отрезков а и b будем применять обо­
значение а +  Ь. Очевидно, а +  b =  b +  а.

Условие 3 теперь принимает вид: если с =  а +  Ь, то

1(c) =  1(a) +  1(b).

Т е о р е м а  1 ( о с н о в н а я  т е о р е м а  о б  о б о с н о ­
в а н и и  п р о ц е с с а  и з м е р е н и я  д л и н  о т р е з к о в ) .  
На совокупности всех отрезков пространства можно построить 
функцию отрезка 1(a), удовлетворяющую условиям 1, 2, 3; при этом 
произвольно выбранному отрезку е можно приписать в качестве зна­
чения число единица. Другими словами, по заданной линейной еди­
нице — отрезку е — может быть построена длина отрезка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е — произвольный отрезок. 
Положим

1(e) =  1.
Согласно теореме 10 п. 2 § 8, каждый отрезок можно разделить
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пополам. Так как этот процесс можно неограниченно продолжить, 
то для любого натурального п определен отрезок

1е„ — — е. п 2”

Поэтому для любой двоичной дроби ~  определен отрезок е,

который мы будем называть д в о и ч н ы м  о т р е з к о м .  Для лю­
бого двоичного отрезка

та =  —  е
2"

полагаем

'(«) =  ! - •

Пусть теперь а — не двоичный отрезок, тогда по аксиоме Ар­
химеда сущ ествует такое целое неотрицательное число т „ , что

т 0в <  а <  ( т 0 +  1)е.

Д алее, применяя аксиому Архимеда к отрезкам ~ е  и а, получим 

существование целого неотрицательного числа т„ такого, что 

m i j e < a < ( m i -j- 1) ± е .

Применяя аксиому Архимеда к отрезкам ~  е и а, получаем сущест­

вование целого неотрицательного числа т 2 такого, что
т2 то 4- 1—  е <  а <  — е.
22 2г

Продолжая этот процесс неограниченно, получим две последова­
тельности чисел:

т ИҺ. т°- т лш 0. 2 . 2 . ..............2» * —

и

т,

таких, что при любом п имеем:
тп ^—  е <  а •
2"

Докажем, что последовательность

тп , ,  т„ -4-1—  е <  а <  ———  е. 
2"  2"



возрастающая, а последовательность
.V, I 1 т1 4- * тг 4- 1 тп 4- 1

0 +  ’ 2 ’ 2̂  ’ • • • ’ г

убывающая. Действительно, откладывая на отрезке а отрезок 
-— е тп раз, получим точку А„, а откладывая тот же отрезок

— е т п 4 -1  раз, получим точку Вп (см. рис. 30).
2"

0  Вп 1------------ >------------,------------1------------(------------1------------1 о Ч — о --------------

Положим

п
Рис. 30

О А  =  а, ОА ^  е, ОВп=  ” -"- + 1  е.» п 2,п 2

Тогда
ОЛл < О Л < О В я.

Произведем аналогичное построение, заменяя в нем отрезок е

о)
О Лп Ап+\ С Вп
|_-----------------------------------------------------1------------------о----о-------1
V------------------------------------------ v ------------------------------------- JA  6 n w

#  0
0  Ап С А Вп
 1------------------------------------------1-------------- О-о------- 1

An*i в/м

Р и с .  31

отрезком -̂ + Г g (см' Рис' Здесь точка Л„+1 — конец отрезка

а С — середина отрезка Л„ВП,.

Положим

ОЛл+1 -  е 
2П+1

ОЯ == m"+l +-L е;п+1 2«+1
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тогда положение точек Ап+1 и Впн на рис. 31 зависит от распо­
ложения точки А  внутри отрезка Ап В п. Так как О А  =  а — по 
условию не двоичный отрезок, то точка А отлична от точек 
А п, С, Вп, и потому могут представиться две возможности:

а) точка А  лежит внутри отрезка А„С,
б) точка А  лежит внутри отрезка С В п.

В случае а) имеем (см. рис. 31, а)):

ОАпп  =  ОАп, ОВя н ^ О А я +  - L - e ,

поэтому
т„

2П+1 2" ( 1)

Щ + І  +  » =  m n+ i I______1 ^  т п I 1 _ _  т п + 1  ( 2 )
2^+1 2n+l 2rt+1 2”  2”  2Л *

В случае б) имеем (см. рис. 31, б)):

ОЛя+1- О Л „ +  ОВп+1 =  О В „

поэтому

2«ч-і 2  ̂ 2n+l 2"

т п+1 + I _ т п Ч~ *
2п+1 — 2" (4)

Из неравенств (1), (3) вытекает, что последовательность j ^ - j

возрастает, а из неравенств (2), (4), что последовательность 

убывает.
Так как разность между членами второй и первой последова­

тельностей равна
т „ + 1  тп _  1

2" 2" 2я
и стремится к нулю при п -*■ со, то существует общий предел а  
обеих последовательностей:

, . ffln . . —j— 1а  =  urn — =  lirn —— — .
„ » 2" „ ^ х, 2"

Это число а  и принимается за длину отрезка а:
I (а) =* а.
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Таким образом, функция 1(a) определена для всех отрезков
пространства.

Докажем теперь, что функция 1(a) удовлетворяет условиям 
1, 2, 3, предъявляемым к длине отрезка.

Прежде всего отметим, что для любой пары конгруэнтных отрез­
ков а и Ь процесс измерения, построенный выше с помощью аксио­
мы Архимеда, приводит к одинаковым последовательностям 

т Щ тг гщ,
2 ’ 22 ’ ’ ' ’ ’ 2” ’

т i t  mi +  1 ms4- 1 тп +  1
Гп0 I ,2 2* Т

для обоих отрезков. Отсюда

1(a) =  1(b)-
Поэтому условие 2 для функции 1(a) выполнено. 
Докажем теперь, что для любого отрезка а

1(a) >  0.
Допустим противное: пусть нашелся отрезок а0 такой, что

1(а0) =  0.
Построим последовательности отрезков

тп+  1 „ \е \  I I 2" J ’ I 2п

такие, что

Тогда

^ ^ П>гА- 1—  е <  а0 <  ' - е.
2"  2"

Поскольку последовательность^1 возрастающая, то очевидно,

что ее предел может равняться нулю тогда и только тогда, когда 
все эти дроби равны нулю. Следовательно, при любом п имеем: 
тп=  0. А тогда из способа построения последовательности отрез­
ков е вытекает, что при всех п  имеем:

2" а0 <  е.

С другой стороны, из аксиомы Архимеда вытекает, что при всех 
достаточно больших п будем иметь:

2" а0 >  е.
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Полученное противоречие показывает, что наше допущение не­
верно и, следовательно, для любого отрезка а

1(a) >  0.
Пусть теперь с =  а +  Ь. Докажем, что 

1(c) =  1(a) +  1(b).

Д ля каждого из отрезков a, b, а +  b строим последовательности 
отрезков с помощью процесса, описанного в первой части доказа­
тельства настоящей теоремы. Пусть

т „  ,  тп+  1 рп , , - р„ +  I гп I | r„ 4  1— g <  а  <  — g, — e <  о <  — e, - e < a 4 - / i <  —  e
2  ̂ 2я 2Гі *>п 2n 2n

— указанные последовательности отрезков. Очевидно,
i

Поэтому

+  [ц е < (л+_1 е < «£±1 е i Рп±± е.
2я Т  2" 2я 2'1 . 2"

«л I Рп < Гл <- >•/.+ ! 1 , р п + 1

2" 2Л ^  2я 2я "" 2я 2я

Переходя в последних неравенствах к пределу при п -><*=, полу­
чим:

1(a)  + 1  (Ь) <  /(с) =  I ( с ) <  I (а)  +  I (Ь ).
Отсюда

I (с) =  / (a ) +  / (ft).
Теорема полностью доказана.
Л е м м а .  Всякая длина отрезка обладает свойством монотон­

ности, т. е. если а < . Ь, го / (а) <  / (Ь).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а <  Ь, то по определению от­

ношения «О существует отрезок Ь' такой, что
b =  а +  Ь'.

Тогда
1(b)  =  1( а)  +  1 (Ь ') ,  

и так как / (Ь ')  >  0, то
1 ( Ь ) > 1  (а).

Лемма доказана.
Т е о р е м а  2. Пусть даны две длины отрезка lt (а) и 1г (а). 

Тогда существует постоянное положительное число k такое, что 
для всех отрезков а справедливо соотношение

h  (а) =  kit (а).
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Если же линейные единицы для длин 1{(а) и 1-(а) конгруэнтны, то 
число k — 1 и для любого отрезка а

Һ(а) ~  ^г(а) '
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем некоторым отрезок о0 и 

пусть

Л(«о) = N,, г̂(а«) Ии-
П о л о ж и м

&  -  11“Г ’До

тогда
/2 (а0) =  /е/, (я„). (*)

Докажем, что формула (*) справедлива для любого отрезка а, 
т. е.

/ / а )  =  k l t(a).
Пусть сначала а — двоичный отрезок, построенный по от­

резку <у
та == — а0,
V

где т  и п — натуральные числа. Тогда

Іі (а) — Һ (^г ао ) =  Һ а0 -f- . . .  - f  а0 ) =

=  1* (^ Г  °о ) +  ' • • +  а° ) _  т / ‘ (' 2" а° J '
т

Аналогично

/2(а) =  т /2 [' ~  а0 ] .

Найдем, чему равно число /, а„ j. Имеем:

^  Ы  =  Һ ( ао +  • • • +  ~

=  / і ( ^ Г а о ) +  • • • + / і ( ^ Г а о ) = 2 Л/ і ( - ^ Г а о ) -  
_
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Отсюда

/, ( — я 0 )  =  —
\  2п ) Т

Аналогично

Следовательно,

и потому

\  Т  0 ) 2я

Итак, для двоичных отрезков а формула
Һ (а) =  k h (a )

доказана.
Пусть теперь а — произвольный не двоичный (по отношению к

о0)I отрезок. Применим к отрезку а процесс приближения двоичны­
ми отрезками, рассмотренный в доказательстве теоремы 1 с помощью 
аксиомы Архимеда. Тогда получим последовательности отрезков

тп+  1
2Л

такие, что

^ а 0 < а < ^ ± 1 а 0. 
2" 0 2п

Последовательности чисел и | 'тп^  --j будут обладать сле­

дующими свойствами: первая будет возрастать, вторая — убы­
вать, а разность между членами второй и первой последователь­
ностей с одинаковыми номерами будет стремиться к нулю. Поэто­
му обе последовательности имеют общий предел, который мы 
обозначим через а  ■ Положим

тп , т„-(-1а„ =  —  аа, а„ =  —̂ — а0.п 2П 2,п
Тогда

ап < а < а 'п, /г =  1 ,2 ,3 ............

Так как отрезки ап и а'п — двоичные по отношению к о0, то

/,(«„ ) =  5  К  =  о,
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4 « )  =  ^ » 4 .

Отсюда

^ K < li { a ) < ^  V  

- ^ - a 0 < ( 2( f l ) < ^ a ,

Переходя в этих неравенствах к пределу, получим:
а Х а <  /, (а) <  а  

а  k Х9 <  12 (а) <  а  fe А,0.

Следовательно,
/ і ( а )  = аЯ ,о , =  fex ta

и
/*(а) =  k h (a ) .

Теорема доказана.
3. Решение обратной задачи об измерении отрезков. В этом 

пункте будет рассмотрена обратная задача об измерении отрезков. 
Именно, если дана некоторая длина отрезка I (а) и положительное 
число X, то возникает вопрос, существует ли отрезок ао такой, что

I (а0) =

На этот вопрос отвечает
Т е о р е м а  3. Если для множества основных объектов (точек, 

прямых и плоскостей) выполнены аксиомы первых трех групп и ак­
сиома Кантора, то обратная задача всегда имеет решение. Други­
ми словами, если I (а) — функция отрезка, удовлетворяющая тре­
бованиям 1 ,2 ,3 ,  предъявляемым к длине отрезка, и А, — произволь­
ное положительное число, то существует отрезок а„ такой, что

I (а0)  =  к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е — какой-нибудь отрезок. По­
ложим

1(e) =  р.
1

Д ля числа — существуют две последовательности двоичных дро-
Р

бей j ^ - j  и j - ^ J , обладающих следующими свойствами:

1 ) Еи А.
;  2я р 2я’

2) последовательность ^  строго возрастает;
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3) последовательность ~  строго убывает,

4) lim Ss =  lim 2» =  L
п . » 2 л л , , 2 "  p

Возьмем некоторую прямую а, фиксируем на ней точку О и по 
одну сторону от точки О для любого п отложим отрезки

ОАп =  ^ е ,  ОВп = — е 11 2п 2п

О Ап С Вп
,------ о  .............. .......................  О------------* — о---------------

Рис. 32

(см. рис. 32). Очевидно, ОАп <  ОВп. Из способа построения отрез­
ков А пВ п вытекает, что эти отрезки вложены друг в друга, и так 
как

ЦАПВЛ =  -Зп= £п--+  О,

то внутри всех отрезков АпВ п, очевидно, не может содержаться 
никакой отрезок CD. Поэтому из аксиомы Кантора и замечания к 
пей вытекает, что существует единственная точка С, лежащая од­
новременно внутри всех отрезков АпВп. Так как точка С лежит
между Ап и В п, то при всех п будем иметь:

ОАп < О С < О В п. ( * )
Из определения отрезков ОА„ и ОВп вытекает, что неравенства 
( % ) можно записать так:

— е <  ОС <  — е.
2"  2 '1

Используя лемму о монотонности длины отрезка, получим:

' ( g « ) < ' ( O Q < / ( | e

Как было доказано в теореме 2, для двоичных отрезков справед­
лива формула

Л
Отсюда

Еа 1 io\ ^  I т г \  ^  Ян

Так как / (е) =  р, то

2„ 4 е) < 1  {ОС) <  I” I (е).

Р" R /  7 1 П Г \ /  Яп

СО

2„р < 1 ( О С ) < р ,



и, переходя к пределу при п -> оо, получим:

£ - Р < / ( О С ) < А р .  
р р

Таким образом, полагая аа =  ОС, имеем:
/ (а0) =  / (ОС) =  X.

Теорема доказана.
Из теоремы 3 вытекает важное следствие.
С л е д с т в и е .  Любой отрезок можно разделить на произ­

вольное число конгруэнтных частей.
Действительно, если а — некоторый произвольный отрезок, 

I (а) — его длина, измеренная с помощью какой-нибудь линейной 
единицы, и п — данное натуральное число, то существует отрезок 
b =  CD, имеющий при той же линейной единице длину 1( b)  —
=  !^ ~ .  Отрезок b таков, что

п
nb щ  а.

Действительно, отложим отрезок CD от конца Л отрезка А В — а 
п раз по ту же сторону на прямой А В , где лежит точка В. Тогда если 
бы п ■ CD не был конгруэнтен отрезку А В ,  то было бы

п ■ CD >  А В
или

п • CD <. А В ,

а тогда по лемме о монотонности было бы I (а) ф  п 1(b),  что не­
возможно.

В процессе /г-кратного откладывания отрезка CD получаем 
внутри отрезка А В  точки A v А 2, . . .  , Л я_1( которые делят его на 
п равных частей.

Следствие доказано.
Отметим, что в школьном курсе геометрии деление отрезка на 

любое число конгруэнтных частей осуществлялось с помощью ак­
сиомы Е в к л и д а  о п а р а л л е л ь н ы х .  Указанное нами построение сво­
бодно от привлечения аксиомы о параллельных, и, следовательно, 
результат, полученный в следствии, справедлив не только в гео­
метрии Евклида, но и в геометрии Лобачевского.

4. Измерение углов. На множестве углов пространства прежде 
всего вводится угловая мера, которая представляет собой числовую 
функцию угла, удовлетворяющую условиям, аналогичным усло­
виям 1, 2, 3 для длины отрезка. После этого для угловой меры ус­
танавливаются теоремы, являющиеся аналогами теорем 1—3. Из 
аналога теоремы 3 для углов будет вытекать возможность деления 
его на п конгруэнтных углов.
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§ 12. Система координат на прямой, на плоскости и в пространстве

1. Система координат на прямой. Пусть а — произвольная пря­
мая. Выберем на ней какую-нибудь точку О, которую будем назы­
вать началом координат. Условимся, далее, одну из двух полу­
прямых, определяемых точкой О и прямой а, называть положитель­
ной, а другую — отрицательной. Кроме того, примем некоторый 
отрезок е за единицу измерения и через 1(a) обозначим длину от­
резка, для которой

Каждой точке М  прямой а  отнесем координату х, полагая аб­
солютную величину х  равной числу I ( ОМ)  и определяя знак х  в 
зависимости от расположения точки М  следующим образом: х  >  О, 
если М  находится на положительной полупрямой, и х  <  0, если 
М  лежит на отрицательной полупрямой. Если М совпадает с точ­
кой О, полагаем х  =  0. Из теоремы 3 п. 3 § 11 вытекает, что

Каково бы ни было число х, на прямой а существует одна и только 
одна точка, координата которой равна х.

Таким образом, между точками прямой и вещественными числами 
с помощью введения координаты точки на прямой устанавливается 
взаимно однозначное соответствие.

2. Система координат на плоскости. Пусть а  — произвольная 
плоскость. Фиксируем на ней некоторую точку О и прямую а, про­
ходящую через точку О. Тогда О разделяет а на две полупрямые; 
одну из них назовем положительной, другую отрицательной. П ря­
мая а разбивает плоскость на две полуплоскости, одну из которых 
такж е назовем положительной, а другую — отрицательной. Пусть 
отрезок е есть единица длины. Тогда на прямой а определена систе­
ма координат с началом в точке О и с отмеченной положительной 
полупрямой, которая была построена в предыдущем пункте.

ка М М Х, а знак зависит от положения точки М  на плоскости 
следующим образом: у >  0, если М  лежит в положительной по­
луплоскости, у <  0, если М  лежит в отрицательной полуплоскос­
ти, и у =  0, если М  лежит на прямой а.

I (е) =  1.

О

Рис. 33

М
Пусть М  — произвольная 

точка на плоскости а  (см. рис. 33). 
Из точки М  опускаем перпенди­
куляр на прямую а. Этот пер­
пендикуляр единственный. Обо­
значим через М х точку пересече­
ния перпендикуляра с прямой а. 
Пусть х  — координата точки М х 
в системе координат, введенной 
на прямой а, и у — число, мо­
дуль которого равен длине отрез-
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Таким образом, с каждой точкой плоскости М  связывается пара 
чисел х, у, называемых координатами точки М .

Для любой пары вещественных чисел х, у  на плоскости ы суще­
ствует только одна точка М , координаты которой равны соответ­
ственно числам х н у .  Действительно, число х  всегда однозначно 
определяет на прямой а точку М х. Из точки М г можно восста­
вить только один перпендикуляр. Предполагая у ф  0, мы можем 
на этом перпендикуляре отложить в зависимости от знака у в той 
или другой полуплоскости только один отрезок, длина которого 
равна |у| . Таким образом, конец 
этого отрезка — точка М — нахо­
дится единственным образом. Оче­
видно, что д: и у как раз есть ко­
ординаты точки М.

Итак, между упорядоченными 
парами х, у вещественных чисел, 
гд ехи  у независимо друг от друга 
могут принимать любые значения, 
и точками плоскости а установлено 
взаимно однозначное соответствие.

Аналогично вводится система 
координат в пространстве; на этом 
мы останавливаться не будем.

Построенная выше система координат на плоскости напоми­
нает декартову систему координат. Однако из одних только аксиом 
групп I— IV еще не вытекают многие свойства, присущие декар­
товым координатам. Укажем простейшие из них. Назовем, как это 
обычно делают в аналитической геометрии, прямую а осью х, а пря­
мую Ь, перпендикулярную к ней в точке О, — осью у (см. рис. 34). 
Из произвольной точки М  опустим перпендикуляры на оси х и у, 
и пусть М х и УИу— точки пересечения этих перпендикуляров с ося­
ми х  и у. Тогда из аксиом групп I— IV нельзя вывести, что отрезок 
М М Г конгруэнтен отрезку 0 М у. Точно так же из этих аксиом нель­
зя вывести хорошо известное в аналитической геометрии выраже­
ние для расстояния между двумя точками через 'координаты этих 
точек.

Рис. 34

§ 13. Принцип Дедекинда

В § 12 с помощью системы координат на прямой было установ­
лено взаимно однозначное соответствие между совокупностью всех 
точек прямой и множеством всех вещественных чисел.

В § 5, исходя из аксиом связи и порядка, во множестве точек 
прямой было введено отношение предшествования. Это отношение 
можно установить лишь двумя способами, что соответствует наше­
му наглядному представлению о двух направлениях на прямой.
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Если мы теперь отношение предшествования построим так, чтобы 
начало координат предшествовало всем точкам положительной 
полупрямой, то из того, что точка Л1, предшествует точке М 2, вы­
текает, что

*1  <  х 2,

где и х 2 — координаты точек М х и М 2. Направление, которое 
определяется указанным отношением предшествования на прямой 
а, будем называть положительным.

Итак, справедлива следующая
Т е о р е м а  1. Между упорядоченным множеством всех точек 

прямой и упорядоченным множеством всех вещественных чисел воз­
можно установить такое взаимно однозначное соответствие, при 
котором соответствующие элементы находятся в одинаковых от­
ношениях порядка.

При построении системы вещественных чисел в анализе важную 
роль играет так называемый п р и н ц и п  Д е д е  к и н д а 1:

Если все вещественные числа разбиты на два класса так, что:
а) оба класса не пусты и каждое число попадает только в один 

из двух классов,
б) каждое число первого класса меньше каждого числа второго, 

то либо в первом классе существует наибольшее число, либо во вто­
ром — наименьшее.

Из теоремы 1 и принципа Дедекинда для вещественных чисел 
следует принцип Дедекинда для точек прямой.

Т е о р е м а  2. Если все точки прямой распределены на два клас­
са так, что при этом:

а) каждая точка относится к одному и только одному классу и 
каждый класс не пуст,

б) каждая точка первого класса предшествует каждой точке вто­
рого,

то либо в первом классе существует точка, которой предшест­
вуют все остальные точки первого класса, либо во втором классе су­
ществует точка, которая предшествует всем точкам второго 
класса.

Имеет место следующая важная теорема, которая будет суще­
ственно использоваться в дальнейших разделах курса.

Т е о р е м а  3. Если к аксиомам связи, порядка и конгруэнт­
ности присоединить как аксиому принцип Дедекинда, то утверж­
дения аксиомы Архимеда и аксиомы Кантора могут быть выведены 
из них как теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Вывод аксиомы Архимеда. Допус­
тим, что утверждение аксиомы Архимеда неверно. Тогда

1 Р. Д е д е к и н д  (1831—1916) — известный немецкий математик.
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найдутся два отрезка а и b такие, что при любом натуральном числе 
п справедливо неравенство ^  д

Пусть / — произвольная прямая и А В  — отрезок на ней, конгру­
энтный отрезку а. Выберем некоторое направление на прямой /
и будем считать, что Разобьем точки прямой I на два клас­

са так: в первый класс отнесем точку А , все точки прямой, пред­
шествующие точке А , и все точки X, следующие за точкой А, и 
такие, что для точки X  можно найти натуральное число т  такое, что

mb  >  А Х .
Во второй класс отнесем все остальные точки прямой I. Д ока­

жем, что проведенное нами разбиение удовлетворяет условиям прин­
ципа Дедекинда. Действительно, оба класса не пусты. В первом 
имеется точка А , а второму принадлежит точка В. Далее, каждая 
точка прямой / попадает в один и только один класс. Докажем, что 
каждая точка первого класса предшествует каждой точке второго 
класса. Пусть точка X  принадлежит первому классу, а точка Y  — 
второму классу. Интерес представляет случай, когда точка А пред­
шествует точке X .  Так как X  принадлежит первому классу, то 
найдется такое натуральное число т, что mb  >  А Х .  Пусть Z  — 
точка прямой / такая, что

A Z  £= mb
и

A < ^ Z ;

тогда
X Z.

Так как точка Y  принадлежит второму классу, то
А <  К,

и при любом натуральном п  имеет место неравенство
nb <  A Y .

Поэтому имеем:
A Z  =  mb <  A Y ,  т. е. Z  .«/ Ү, 

и в силу транзитивности отношения« » отсюда следует, что

X <  Ү .

Таким образом, наше разбиение на классы является дедекиндовым- 
Пусть С — точка прямой, являющ аяся крайней в одном из двух 
классов. Точка С не может принадлежать первому классу. Если 
бы С принадлежала первому классу, то существовало бы натураль­
ное число т  такое, что
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Но тогда точка D, следующая за точкой С и такая, что CD =  Ь, 
принадлежит первому классу (поскольку Л < Д )  и

AD  <  (от+1) Ь.
Но это невозможно, так как все точки первого класса предшеству­
ют точке С. Следовательно, точка С принадлежит второму классу. 
Но тогда она предшествует всем точкам этого класса, и потому,
если рассмотреть отрезок CF такой, что F  С и отрезок FC  кон­

груэнтен Ь, то точка F принадлежит первому классу. Поэтому су­
ществует такое натуральное т и что ЛҒ  < ; т ф . Но тогда

АС  <  (m t +  l)b
и, следовательно, точка С принадлежит первому классу, что не­
возможно. Таким образом, точка С не может принадлежать ни 
первому, ни второму классу, что противоречит принципу Деде­
кинда. И так, доказано, что утверждение аксиомы Архимеда есть 
следствие аксиом групп I— III и принципа Дедекинда.

б) Вывод аксиомы Кантора. Пусть на некоторой прямой а дана 
система вложенных отрезков А пВп таких, что не существует от­
резка CD, одновременно содержащегося во всех отрезках А„ В п. 
Докажем, что тогда у последовательности отрезков {АпВп) есть по 
крайней мере одна внутренняя точка.

Будем считать, что на прямой а введено отношение предшество­
вания, при котором А п < /  В п. Построим разбиение точек прямой

на два класса. В первый класс отнесем все точки А п и те точки пря­
мой а, которые предшествуют хотя бы одной из точек А п. Во вто­
рой класс отнесем все прочие точки прямой а. Первый класс не 
пуст. Докажем, что точка В , принадлежит второму классу. Если 
бы это было не так, то точка В , принадлежала бы первому классу— 
это вытекает из условия разбиения точек прямой на классы. Тогда
найдется точка А По такая, что В ( < ^  А п,. С другой стороны, из 

транзитивности отношения предшествования вытекает, что1

поскольку отрезки АпВ п вложены друг в друга, т. е. при любом 
п  — 1,2, ... имеет м есто соотнош ение

А п- і  в п -1-

Итак, точка В { принадлежит второму классу.

1 Под соотношением А В мы понимаем, что либо А В, либо А

совпадает с В.
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Пусть, теперь точка X принадлежит первому классу, а точка 
Ү  — второму классу. Так как точка X  принадлежит первому клас­
су, то существует точка Лтв такая, что X А т .̂ С другой сто­

роны, при всех п  имеет место соотношение

Л „ <  Ү.
Следовательно,

* « <  Ү.
Так как по построению каждая точка прямой а  может попасть толь­
ко в один из классов, то построенное нами сечение — дедекиндово. 
Из принципа Дедекинда следует, что существует точка С, которая 
принадлежит второму классу и предшествует всем точкам этого 
класса. Тогда при любом п  имеем:

4  <  с .
Точно так же, как было доказано, что точка В і  принадлежит вто­
рому классу, можно установить, что все точки В п принадлежат вто­
рому классу, а так как С предшествует всем точкам второго класса, 
то при любом п  имеем:

С С  В п.

Итак, при любом п имеем:
Л „ <  с = <  в п,

т. е. точка С принадлежит всем отрезкам А„Вп.
Теорема полностью доказана.

§ 14. Абсолютная геометрия

Совокупность понятий и результатов, которые могут быть по­
строены и выведены из аксиом связи, порядка, конгруэнтности и 
непрерывности, называют абсолютной геометрией. Таким образом, 
к абсолютной геометрии относятся те геометрические понятия и тео­
ремы, которые в своем выводе не используют аксиомы параллель­
ности. Представление об объеме абсолютной геометрии дает сово­
купность теорем, доказанных в §§ 4— 13. К ним следует еще доба­
вить результаты Саккери, Ламберта и Лежандра, о которых шла 
речь в § 3. Отметим, что факты из абсолютной геометрии справед­
ливы одновременно как в геометрии Евклида, так и в геометрии 
Лобачевского.

§ 15. Аксиома параллельности Евклида. Евклидова геометрия

1. Аксиома параллельности Евклида и следствия из нее. Ниже
речь будет идти только о точках и прямых, лежащих в некоторой 
фиксированной плоскости а. Выбор плоскости а  произволен.
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Т е о р е м а  1. Через каждую точку А, не принадлежащую пря­
мой а, проходит по крайней мере одна прямая, не имеющая с а общих 
точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы было дано в § 3 и там же 
было отмечено, что этот факт принадлежит абсолютной геометрии.

Вопрос о том, сколько прямых проходит через точку Л и не пе­
ресекает прямую а, не может быть решен в рамках абсолютной гео­
метрии; об этом мы уже говорили в п. 1 § 3. Поэтому дальнейшие 
рассмотрения основаны на введении специальной аксиомы, которую 
принято называть аксиомой параллельности. Имеются две проти­
воположные аксиомы параллельности: аксиома Евклида и аксиома 
Лобачевского. Присоединяя к аксиомам абсолютной геометрии ту 
или другую аксиому параллельности и развивая на полученной 
системе аксиом соответствующую теорию, получаем в конечном 
итоге или геометрию Евклида, или геометрию Лобачевского.

V. 1. А к с и о м а  п а р а л л е л ь н о с т и  Е в к л и д а .  Че­
рез произвольную точку А, не лежащую на произвольной прямой а, 
проходит не более одной прямой, не пересекающейся с а.

Из теоремы 1 и аксиомы Евклида вытекает, что через каждую 
точку А , расположенную вне произвольной прямой а, проходит 
единственная прямая а', не пересекающая а. Прямая а' называется 
прямой, параллельной прямой а. Очевидно, что отношение парал­
лельности прямых на евклидовой плоскости симметрично и тран- 
зитивно.

Далее так же, как и в курсе элементарной геометрии, устанав­
ливаются теоремы о равенстве соответственных и накрест лежащих 
углов при паре параллельных прямых, пересеченных третьей пря­
мой, изучаются параллелограммы, прямоугольники, квадраты, 
трапеции, выводятся формулы для суммы углов треугольника и 
многоугольника, развивается учение о подобных фигурах, выводит­
ся теорема Пифагора и другие метрические соотношения в треуголь­
никах и параллелограммах, выводятся формулы площади прямо­
угольника, треугольника, параллелограмма, трапеции и других 
многоугольников, строится тригонометрия.

Система координат на плоскости, построенная на аксиомах аб­
солютной геометрии в § 12, в евклидовой геометрии становится де­
картовой системой координат. Тем самым мы можем дальнейшее 
изучение евклидовой геометрии проводить методами аналитической 
геометрии и математического анализа. Таким образом, аксиома­
тическое построение евклидовой геометрии можно считать завер­
шенным.

2. Описание движений в евклидовой геометрии с помощью де­
картовых координат. Пусть на евклидовой плоскости введена си­
стема декартовых координат. (Как мы уже отмечали, система ко­
ординат, введенная в § 12, на евклидовой плоскости является де­
картовой. Поэтому нет надобности в особом доказательстве возмож­
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ности введения системы таких координат на евклидовой плоскос­
ти.) Пусть, далее, /  — некоторое движение евклидовой плоскости. 
Докажем, что f  можно представить как произведение нескольких 
простейших движений плоскости, которые сейчас будут введены.

В р а щ е н и е  в о к р у г  т о ч к и  О н а  у г о л  <р

Пусть О — произвольная точка плоскости. Отрезок ОМ, у ко­
торого выбрано направление от точки О к точке М , т. е. точка О счи­
тается первой, а точка М  — второй, назовем вектором. Точка О 
называется началом вектора, а точка М  — его концом. Обозначать 
такой вектор будем, как обычно, ОМ. Иногда вектор ОМ будем 
обозначать также т ,  если нас не будет интересовать, в каких точ­
ках находятся начало и конец вектора т .

Два вектора А В  и CD считаются равными, если отрезки А В  и 
CD конгруэнтны и фигура ABD C  (рис. 35,а)) есть параллелограмм

В D

Рис. 35

в случае, когда прямые А В  и CD не совпадают, или одновременно 
точка А предшествует (следует) точке В и точка С предшествует 
(следует) точке D  в случае, когда точки А , В , С, D  лежат на одной 
прямой (рис. 35,6)). Понятие равенства векторов, как нетрудно ви­
деть, рефлексивно, симметрично и транзитивно.

Вокруг каждой точки плоскости возможны два направления 
вращения: против и по часовой стрелке; первое из них будем назы­
вать положительным, второе — отрицательным.

Пусть О А и ОВ — два вектора, исходящие из одной точки О 
(рис. 36, а) и б)). Углом между векторами ОА и ОВ будет называть­
ся угловая радианная мера угла АОВ, взятая со знаком плюс, 
если вращение от вектора ОА к вектору ОВ на наименьший по 
абсолютной величине угол осуществляется против часовой стрел­
ки, и со знаком минус — в противном случае. Угол между вектора­
ми будем обозначать

ср =  Ф (ОА, ОВ).
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Очевидно, что

Ф€ (— я. я].
Перейдем теперь к определению вращения вокруг точки О на 

угол (р. Пусть М  — произвольная точка плоскости. Поставим ей в 
соответствие точку плоскости М ' такую, что

1) отрезок ОМ' конгруэнтен отрезку ОМ;

Рис. 36

2) угол между векторами ОМ и ОМ' равен <р, где q> — некото­
рое фиксированное число из промежутка (—я, я] (см. рис. 37).

Если точка М  совпадает с 
точкой О , то ей сопоставляем 
точку О. Легко видеть, что вра­
щение вокруг точки на некоторый 
угол есть преобразование плос­
кости. Используя первый при- 

^  знак конгруэнтности треуголь­
ников и определение вращения 
вокруг точки, легко показать, 
что это преобразование плоскости 

рис 37 есть движение.
Если построить на плоскости 

систему декартовых координат 
х, у  с началом в точке О и если вращение вокруг точки О перево­
дит точку М  (х , у) в точку М ’ (х', у '), то, как доказывается в курсе 
аналитической геометрии, справедливы формулы:

х ' =  х  cos <р — у sin <р,
у ' =  х  sin ф -f- у cos ф.

Отметим, что вращение на нулевой угол есть тождественное преоб­
разование.

П а р а л л е л ь н ы й  п е р е н о с  н а  в е к т о р  а  
Пусть а  — некоторый вектор. Каждой точке М  плоскости от­

несем точку АГ той же плоскости такую, что вектор М М ' равен век­

П '

О
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тору а . Точечное преобразование на плоскости, порождаемое этим 
соответствием, называется параллельным переносом 'плоскости на 
вектор а  . Очевидно, что параллельный перенос на любой вектор 
есть движение плоскости.

Пусть на плоскости введена декартова система координат с на­
чалом в точке О (рис. 38) и пусть параллельный перенос на вектор

а  перемещает начало координат — точку О — в точку О' с коор­
динатами а, р. Тогда, как доказывается в аналитической геометрии, 
связь между координатами х, у  произвольной точки М  плоскости 
и координатами х ', у ' ее образа М ' выражается формулами:

( х ' — х - {-а,
|  / = у  +  р.

Очевидно, что параллельный перенос на нулевой вектор (так назы­
вается вектор с совпадающими началом и концом) представляет 
собой тождественное преобразование.

С и м м е т р и я  о т н о с и т е л ь н о  п р я м о й

Пусть на плоскости фиксирована произвольная прямая /. Пре­
образование, относящее каждой точке М  симметричную ей относи­
тельн о  прямой / точ ку  М ’, н азы вается  симметрией относительно 
прямой I.

(Точки М и М ’ называются симметричными относительно пря­
мой /, если прямая М М ’ перпендикулярна к прямой / (рис. 39) и 
отрезки M N  и N M ’ конгруэнтны.)

Если ось х  совпадает с прямой /, то, очевидно, точка М  (х, у) 
преобразованием симметрии относительно прямой I переходит в 
точку М ' с координатами х, —у.

Из теоремы 6а § 10 вытекает, что любое движение на плоскости 
определяется полностью, если известны образы трех любых точек 
плоскости, не лежащих на одной прямой. Итак, пусть f  — произ­
вольное движение на плоскости. Строим на плоскости декартову
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Рис. 39 Рис. 40

систему координат х, у с началом в некоторой точке О. Пусть О ', 
А ', В '—соответственно образы точек 0(0, 0), Л( 1, 0), В( О, 1) при дви­
жении [. Тогда ОАВ  и О 'Л 'В ' — равнобедренные прямоугольные 
треугольники, конгруэнтные между собой, у которых углы при вер­
шинах О и О' прямые.

Пусть а  =  О б '. Сделаем параллельный перенос плоскости на 
вектор а  , тогда мы совместим точки О и О', а точки Л и В перемес­
тятся соответственно в точки А ,  и В { (рис. 40).

Обозначим через <р угол между векторами 0 'Л 4 и О 'Л '. Если 
мы теперь произведем вращение на угол ф вокруг точки О ', то точ­
ки Л 1 и Л ' совместятся. Применим теперь теорему 6а § 10 к тре­
угольникам O' Аі В,  и 0 'А 'В Ъ где В 2— образ точки В х при враще­
нии вокруг точки О' на угол ф. Тогда либо точки В ' и В 2 совпадают, 
либо эти точки симметричны относительно прямой А 'О '. Произво­
дя во втором случае преобразование симметрии относительно пря­
мой А 'О ' , получим, что точка В 2 совместится с точкой В '.

Итак, в первом случае движение /  есть произведение преобра­
зований f i  и / 2 : /  =  / 2/ 1, а во втором случае произведение преоб­
разований / 1, / 2, / 3: /  =  / 3/ 2/і ,  где /і — параллельный перенос на 
вектор а  =  ОО', / 2 — вращение вокруг точки О' на угол ф =  
=  ф (0 'Л ь О 'Л ') и, наконец, / 3 — симметрия относительно п р я­
мой О 'Л '.

Пусть М  (х, у) — произвольная точка плоскости, а ЛГ (х , у ') —
— ее образ при движении /. Положим

тогда

если f  — f 2f u и

М , =  / і (уИ),
ЛГ2 = h  W ;
ЛГ =  М 2 =  / 2 (У, ГМ)),

Л Г =  /з  0 W 2)  =  / 3 ( / 2 (Д  (Л І ,) )) ,
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если / = / 3/ 2/ 1- Как было указано выше, для каждого из преобразо­
ваний / 1( / 2, /з при переходе из точки М  к ее образу — точке /,(М )— 
координаты точки f i{M) выражаются линейным образом через ко­
ординаты точки М.  Отсюда следует, что координаты х , у ' точки 
М'  =  /  (М) также выражаются линейно через координаты х, у 
точки М:

j =  апх  -f- а 12у -j- я 13,
I у ' =  OjsjX +  вщу +  а^ .

Так как при движении /  точки О (0, 0), А (1, 0), В (0, 1) пере­
ходят в точки

О' (а, р),
A' (cos ф -f -«> sin Ф -f- Р),
В ' (— з іп ф - |- а .  cos ф -j- р)

(см. рис. 41, а)), если f  =  f j v и 
0 ’ (а,  р),
Л '(cos ф - |- а ,  sin ф —)- Р),
В' (sin ф -(- а , — cos ф Р)

(см. рис. 41, б)), если f  — fjnjy, то отсюда следует, что в первом 
случае (/ =  f jy)  движение /  в координатах х,  у описывается фор­
мулами:

I х'  — х cos ф — у sin ф -j- а ,
\ у ' == х sin ф у cos ф -f- р,

а во втором случае (/ — / 3/ 2/ 1) — формулами

( х'  — х  cos ф -f- у sin ф -f- а ,
( у ' =  х sin ф — у cos ф р.

Итак, справедлива
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Т е о р е м а  2. Всякое движение на плоскости есть или произ­
ведение параллельного переноса и вращения, или произведение парал­
лельного переноса, вращения и симметрии относительно некоторой 
прямой.

Пусть, далее , на плоскости введена произвольная декартова 
система координат х, у, тогда в первом случае движение задает­
ся формулами:

I х ' =  х  cos ф — у  sin ф а,
| у ' — х  sin ф -f- у cos ф -f- р, 

а во втором— формулами:
( х' — X COS ф —{— у sin Ф 4  а >
\ у ’ — JC sin ф —’ у COS ф 4  р.

В этих формулах ф есть угол, на которңй производится враще­
ние плоскости вокруг точки 0 ' (а, Р).

3. Теоретико-групповая точка зрения на евклидову геометрию. 
На евклидовой плоскости после введения системы декартовых 
координат естественно устанавливается взаимно однозначное со­
ответствие между точками плоскости и упорядоченными пара­
ми вещественных чисел х, у. Поэтому в дальнейшем евклидову 
плоскость можно рассматривать как совокупность упорядоченных 
пар вещественных чисел. Рассмотрим взаимно однозначные преоб­
разования пар вещественных чисел х, у  в пары вещественных чи­
сел х ' , у ',  которые производятся по формулам: 

х ' =  х  cos ф — у  sin ф 4 - к» 1
у ' =  л: sin ф 4 - у  cos ф 4- р, j ^

или
х ' =  л: cos ф 4 - у  sin ф а , 1
у ' =  л:БІпф — у  cos ф 4" Pi I ^

где ф £ (— п , я), а а и р—любые вещественные числа. Эти преобра­
зования образуют группу относительно операции умножения (на 
евклидовой плоскости они образуют группу движений; об этом 
см. п. 2 настоящего параграфа). Тогда евклидову геометрию можно 
определить как теорию инвариантов группы преобразований (1) 
и (2). Преобразования (1) и (2) над парами вещественных чисел 
называются ортогональными. Поэтому можно сказать, что евкли­
дова геометрия есть теория инвариантов группы ортогональных 
преобразований.

§ 16. Аксиома параллельности Лобачевского. Параллельные 
прямые на плоскости Лобачевского

Ниже, в §§ 16— 19, будут изложены основные факты геометрии 
на плоскости Лобачевского. Часть теорем будет приведена без под­
робных доказательств, которые читатель может найти, например,
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в книгах: Н. В. Ефимова «Высшая геометрия» и В. Ф. Кагана «Ос­
нования геометрии», часть I (М.—Л ., ГИТТЛ, 1949).

Так же, как и в § 15, рассмотрения ведутся на некоторой произ­
вольно фиксированной плоскости а.

1. Аксиома параллельности Лобачевского. Через точку А , рас­
положенную вне прямой а, проходит по крайней мере две прямых а' 
и а " , не пересекающих прямую а.

Можно доказать (см. Н. В. Ефимов, «Высшая геометрия», гл. Ш , 
§ 28), что из аксиомы Лобачевского вытекает выполнение утверж­
дения этой аксиомы не только для какой-то одной точки А и ка- 
кой-то одной прямой а, не проходящей через А, а для любых точек В 
и любых прямых Ь, лишь бы точка В не принадлежала прямой Ь. 
Этим «усиленным вариантом» аксиомы Лобачевского мы постоянно 
будем пользоваться.

Отметим ряд предложений, вытекающих из аксиомы Лобачев­
ского.

Т е о р е м а  1. Пусть а — некоторая прямая и А — точка, 
не лежащая на ней. Тогда через точку А проходит бесконечно много 
прямых, не пересекающих прямую а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно аксиоме Лобачевского через 
точку А проходят две различные прямые а ’ и а ” , не пересекающие 
прямую а (рис. 42). По теореме разбиения прямая а разбивает 
плоскость на две полуплоскости. Возьмем на прямой а’ точку В

так, чтобы она лежала по другую сторону от прямой а " , чем точки 
прямой а. Пусть X  — произвольная точка прямой а. Прямая В Х  
пересекает прямую а "  в некоторой точке С. Пусть, наконец, D  — 
произвольная точка, лежащая внутри отрезка СВ. Прямая AD  не 
может пересечь прямую а. В противном случае, применяя аксио­
му Паша к прямой АС  и одному из треугольников D X Y  или D X Z  
(рис. 42), получим, что прямые а и а "  или а и а ' пересекают­
ся, что невозможно.
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Так как на любом отрезке имеется бесконечно много внутрен­
них точек (теорема 4 § 5 гл. 1), то теорема доказана.

Пусть теперь а — некоторая прямая и А — точка, не лежащ ая 
на а. Пусть А Р  — отрезок, перпендикулярный прямой о, и а' — 
некоторая прямая, проходящая через точку А и не пересекающая 
прямую а (рис. 43). Обозначим через а радианную угловую меру 
острого угла, который образует прямая а' с отрезком А Р  (в даль-

Л

Р
Рис. 43 Рис. 44

нейшем для краткости изложения угловую радианную меру будем 
называть просто углом). Положим

а 0 — inf а ,
где точная нижняя граница берется по всем прямым, проходящим 
через точку А и не пересекающим прямую а.

Т е о р е м а  2. Д ля величины ао справедливы неравенства

0 < а 0< | .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X —некоторая точка прямой а 
(рис. 44). Обозначим через Р острый угол между отрезком А Р  и 
прямой А Х .  Очевидно, что р >  0. Точно такое же построение мож­
но проделать по другую сторону от прямой А Р , взяв P Y  =  Р Х .

Д ля любой прямой а ',  проходящей через точку Л и не пересе­
кающей прямую а, будем иметь, что

а  >  Р,
где а  — острый угол, составляемый прямой а' с отрезком А Р . 
Отсюда

0 <  р <  а 0 =  inf а.
Если через точку А провести прямую Ь, перпендикулярную от­

резку А Р , то она не пересекает прямую а. По аксиоме Лобачев­
ского существует прямая а ',  не пересекающая а, отличная от Ь. 
Прямая а ' , очевидно, составляет острый угол а  с перпендикуляром 
А Р . Отсюда

а 0 =  inf а  <  .
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Теорема доказана.
Пусть дана прямая а и точка А, не лежащая на ней. Условимся 

считать прямую а  горизонтальной и будем говорить, что она делит 
плоскость на верхнюю и нижнюю полуплоскости. Далее будем го­
ворить, что прямая А Р  разбивает плоскость на левую и правую 
полуплоскости. Прямая А Р , как обычно, перпендикулярна пря­
мой а.

Т е о р е м а  3. Пусть, по-прежнему, точка А не лежит на пря­
мой а и А Р  — перпендикуляр к прямой а. Пусть, далее, а0 — угол, 
который был определен выше. Проведем прямые а' и а " , составляю­
щие с отрезком А Р  вправо и влево углы, равные ао. Тогда прямые а' 
и а ” не пересекают прямую а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Допустим противное. Обозна­
чим через С точку пересече­
ния прямой а' с прямой а 
(рис. 45). Пусть D  — точка 
прямой а такая, что точка С 
лежит между P h D. Тогда 
прямая AD  составляет вправо 
от А Р  с отрезком АР  острый 
угол р, больший чем ао: ~а~

а0 < Р -  (*)
Далее, для любой прямой 

а, проходящей через точку А 
и не пересекающей прямую а, имеем:

р < о с ,

где а  — острый угол между прямой а и отрезком АР.
Так как

an=  inf а,то ,J ’
Р <  <V ( * )

Но неравенства (*) и (J ) несовместны. Следовательно, прямые а' 
и а "  не пересекаю тся с прям ой  а.

Теорема доказана.
Рассмотрим пучок прямых, проходящих через точку А. Пусть 

а — прямая, на которой не лежит точка А . Пусть, далее, А Р  — 
перпендикуляр к прямой а. Обозначим через а' и а "  прямые, ко­
торые составляют вправо и влево от перпендикуляра А Р  углы, 
равные а ,. Тогда на основании теоремы 3 и определения угла а0 мож­
но утверждать, что прямые а' и а "  определяют две пары вертикаль­
ных углов, обладающих следующим свойством: любая прямая пуч­
ка, лежащая внутри одной пары этих углов, не пересекает прямую а, 
а любая прямая, лежащая внутри другой пары углов, всегда пере­
секает прямую а.
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Прямые а' и а "  называются граничными в пучке прямых, про­
ходящих через точку А , относительно прямой а (см. рис. 46).

Имеет место следующая основная теорема о свойствах гранич­
ной прямой.

• Т е о р е м а  4. Если прямая а ' является граничной по отноше­
нию к прямой а в какой-нибудь одной своей точке А, то она является 
граничной прямой относительно прямой а й в  любой другой точке
В, лежащей на а ' .

Другими словами, свойство 
прямой быть граничной по от­
ношению к другой прямой не 
зависит от выбора точки на 
первой прямой.

2. Параллельные прямые 
на плоскости Лобачевского. 
Пусть а — некоторая прямая 
на плоскости, А — точка, не

--------  лежащая на этой прямой, и
А Р —перпендикуляр, опущен- 

Рис. 46 ный из А на прямую а. Из
точки А проводим граничные 

прямые а' и а " ,  составляющие с отрезком А Р  соответственно 
справа и слева углы, равные а0.

Будем говорить, что прямая а' параллельна прямой а вправо, 
а прямая а "  параллельна прямой а влево.

Из проведенных выше рассмотрений вытекает
Т е о р е м а  5. Пусть даны прямая а и точка А , лежащая вне 

ее. Тогда через точку А проходит в точности одна прямая, парал­
лельная а вправо, и в точности одна прямая, параллельная а влево.

Данное выше определение параллельных прямых на плоскости 
Лобачевского не симметрично. Поэтому важную роль играет

Т е о р е м а  6. Отношение параллельности прямых в одну 
сторону симметрично, т. е. если а ’ параллельна а вправо (влево), 
то и а параллельна а' вправо (влево).

Т е о р е м а  7. Отношение параллельности прямых в одну сто­
рону транзитивно, т. е. если а параллельна b вправо (влево), b па­
раллельна с вправо (влево), то а параллельна с вправо (влево).

§ 17. Взаимное расположение расходящихся и параллельных 
прямых

1. Расходящиеся прямые. Две прямые, расположенные в одной 
плоскости, не пересекающиеся и не параллельные между собой, на­
зываются расходящимися.

78



Т е о р е м а  1. Если прямые а и Ь перпендикулярны третьей 
прямой с, то они расходящиеся.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прямая Ь (рис. 47) составляет с пер­
пендикуляром В А по обе стороны от него угол, равный —. Следо­

вательно, она не параллельна прямой а. Из абсолютной геометрии 
известно, что прямые а и Ь не пересекаются. Следовательно, п р я­
мые а и Ь расходящиеся.

Теорема доказана.
Т е о р е м а  2. Пусть прямые а и b пересечены третьей пря­

мой с и при этом внутренние накрест лежащие или соответствен­
ные углы равны, тогда прямые а и b расходящиеся.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разберем случай равенства накрест 
лежащих углов. Пусть АО  =  ОВ, 0G  и OR перпендикулярны со­
ответственно прямым а и b (рис. 48). Тогда треугольники AOG 
и BOR конгруэнтны. Поэтому

AOG =  2} BOR.
Отсюда вытекает, что лучи 0G  и OR образуют одну прямую, пер­
пендикулярную прямым а и Ь. На основании теоремы 1 заключаем, 
что прямые а и b расходящиеся.

Теорема доказана.
2. Две леммы из абсолютной геометрии.
Л е м м а  1. Пусть даны прямые а и b (рис. 49). На прямой Ь 

возьмем точку М  и впустим перпендикуляр M N  на прямую а. Пред­
положим, что справа от отрезка M N  находится тупой угол. Пусть 
М у  —  любая точка прямой Ь, лежащая правее точки М , и M t/V,  —  
перпендикуляр к прямой а. Д ли ну  отрезка М М  у обозначим через х, 
а длину отрезка М  yNу — через [ (х) .  Тогда на промежутке (0, 4-оо)  
функция f  (х ) непрерывна, строго возрастает и

lim f (x)  =  -J- °°.
X -*■' ЭО

Л е м м а  2. Рассмотрим угол, образованный полупрямыми а 
и & (рис. 50). Пусть М  — произвольная точка полупрямой Ь и M N  —
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N N, О N

Рис. 49 Рис. 50
отрезок, перпендикулярный к а. Обозначим через х  длину отрез­
ка ОМ, а через /  (х )  — длину отрезка M N. Тогда на (0, +  ос) функ­
ция f  (х ) есть строго возрастающая, непрерывная ф ункция х и

lim  / ( * ) =  +  оо.X -*■ оо

Отметим, что лемма 2 есть, очевидно, частный случай леммы 1.
3. Основная теорема о взаимном расположении расходящихся 

прямых.

Т е о р е м а  3. Пусть а и Ь — две расходящиеся прямые. Тогда 
у  них существует точно один общий перпендикуляр, по обе стороны 
от которого они неограниченно расходятся.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у расходящихся прямых а 
и b есть два общих перпендикуляра — прямые /г и /. Тогда пря­
мые a, b, k, I определяют четырехугольник ABCD  (рис. 51) с че­
тырьмя .прямыми углами, что, как мы знаем, невозможно, если мы 
рассмотрим фигуры на плоскости Лобачевского. Итак, у прямых а 
и b может быть не более одного общего перпендикуляра. Докажем, 
что у прямых а и b есть общий перпендикуляр. Возьмем на прямой 
b точку М и пусть АШ — перпендикуляр к прямой а (рис. 52). Не 
нарушая общности, можно считать, что справа от прямой M N  угол 
между прямой b и отрезком M N  тупой. Через точку М  проходит



прямая а', параллельная прямой а влево. Так как b — расходяща­
яся прямая с прямой а, то прямые а' и b не совпадают, п слева от 
прямой M N  прямая а’ лежит между прямыми b и а. Пусть Р — 
произвольная точка прямой Ь, лежащая левее точки М . Пусть PQ  
и PQ " — соответственно отрезки, перпендикулярные прямым а 
и а' (рис. 52). Точки Р и Q лежат по разные стороны от прямой а' 
по построению. Следовательно, отрезок PQ  пересекает прямую а' 
в некоторой точке Q '.

В прямоугольном треугольнике P Q 'Q "  отрезок P Q "  — ка­
тет, а отрезок PQ' — гипотенуза. Поэтому

P Q "  <  PQ '.
Далее,

PQ =  PQ' -i Q'Q.
Отсюда

P Q "  <  PQ.
Обозначим длину отрезка М Р  через х, а длину отрезка P Q "  че­
рез f  (х ) .  Применяя лемму 2, получим, что

lim f ( x )  =  -j- 0 0 •
А' -*• оо

Отсюда следует, что при неограниченном удалении точки Р влево 
от точки М  вдоль прямой b точка Р неограниченно удаляется от 
прямой а. Поменяв в построении ролями прямые а и Ь, получим 
аналогичный факт для точек прямой b по отношению к прямой а. 
Итак, влево от перпендикуляра M N  прямые а и Ь неограниченно 
удаляются друг от друга.

Возьмем теперь слева от точки М  на прямой Ь точку Ро так, 
чтобы длина отрезка PUQ0, перпендикулярного прямой а, была бы 
больше длины отрезка M N  (рис. 53). Применяя лемму 1 к точкам 
прямых Ь и а, лежащих вправо от перпендикуляра M N , получим, 
что справа от M N  прямые а и Ь неограниченно удаляются друг 
от друга и, кроме того, существует отрезок (рис. 53) такой,
что его длина равна длине отрезка PoQo.Четырехугольник А1 у Q«Po 
р с т ь  четы р ех у го льн и к  С а к к ер и . С редн яя  линия к основаниям этого
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четырехугольника есть, как мы знаем (см. § 3), его линия симмет­
рии. Поэтому средняя линия Н {Н 2 и есть искомый общий перпен­
дикуляр к прямым а и Ь.

Теорема доказана.
4. Основная теорема о взаимном расположении параллельных 

прямых.
Т е о р е м а  4. Две параллельные прямые неограниченно сбли­

жаются в сторону параллельности и неограниченно удаляются друг 
от друга в противоположном направлении.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямая Ь параллельна прямой 
а вправо и В — произвольная точка прямой Ь. Пусть, далее, ВР  — 
перпендикуляр к прямой а (рис. 54). Слева от прямой ВР  прямая b

образует с отрезком ВР  тупой 
угол. Это вытекает из того, 
что прямая b параллельна 
прямой а вправо. Поэтому 
при неограниченном удалении 
вдоль прямой Ь влево от точки 
В точка М  неограниченно 
удаляется от прямой а. Ана­
логично устанавливается, что 
при перемещении точки N 
вдоль прямой а влево от точ­
ки Р она неограниченно уда­
ляется от прямой Ь. Итак, в 

направлении, противоположном направлению параллельности, пря­
мые а и Ь неограниченно удаляются друг от друга.

Пусть теперь е >  0 — произвольное число. Не нарушая об­
щности, можно считать е меньшим, чем длина отрезка В Р . Н а про­
извольной прямой а' возьмем точку R' и проведем через нее пря­
мую, перпендикулярную прямой а '. На этом перпендикуляре возь­
мем точку Т' (рис. 55) так, чтобы длина отрезка R 'T ’ была бы мень­
ше е. Через точку Т' проведем прямую Ь' , параллельную а' впра-



во. Если S' — точка прямой Ь', лежащая правее точки Т ', то, при­
меняя к четырехугольнику R 'T 'S 'Q ' лемму 1, получим, что

S 'Q ' <  R 'T ' 
и, следовательно, длина отрезка S 'Q ' меньше е.

Таким образом, правая полупрямая прямой Ь' с началом в точ­
ке Т' удалена от прямой а' на расстояние, меньшее е.

Используя лемму 1, получим, что слева от точки Т ' существует 
точка В' такая, что длины отрезков В 'Р ' и ВР  равны. Поэтому эти 
отрезки конгруэнтны.

Пусть теперь R  — точка прямой а, лежащая правее точки Р 
и такая, что PR =  P 'R ' (рис. 54).

Произведем движение на плоскости Лобачевского, которое сов­
местит точку Р' с точкой Р, точку R ' с точкой R  и точку В ' с точ­
кой В. На основании теорем 5а и 6а такое движение существует и 
единственно. Легко видеть, что при этом движении прямые а' и 
b' перейдут соответственно в прямые а и Ъ. Обозначим через Т 
точку прямой Ь, являющуюся образом точки Т ’ при указанном 
движении. Так как при движении длины отрезков сохраня­
ются, то все точки прямой Ъ, лежащие правее перпендикуляра 
TR  к прямой а, удалены от прямой а на расстояние, меньшее е. 
Поменяв ролями в проведенном рассуждении прямые а и Ь, полу­
чим аналогичное утверждение для точек прямой а.

Итак, в сторону параллельности прямые а и b неограниченно 
сближаются.

Теорема доказана.

§ 18. Угол параллельности

Пусть а — некоторая прямая и А — точка, не лежащая на этой 
прямой. Пусть АР  — перпендикуляр к прямой а и а' — прямая, 
параллельная а вправо и проходящая че­
рез точку А (рис. 56).

Обозначим через а  острый угол, кото­
рый прямая а' образует с перпендику­
ляром АР. Угол а  называется углом па­
раллельности в точке А по отношению к 
прямой а. Имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  1. Угол параллельности 
в точке А по отношению к прямой а зави­
сит только от расстояния точки А до пря­
мой а. Рис. 56

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть нам 
даны две прямые а  и а ' (прямые а и а ' могут совпадать) и две точки А 
и А ’, удаленные соответственно от прямых а и а' на одинаковое рас­
стояние. Через точки А и А ' проводим прямые b и Ь', которые соот­
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ветственно параллельны прямым а и а' вправо. Пусть а и а' — углы 
параллельности при точках А и А' относительно прямых а и а'. Д о­
пустим, что углы а и а' не конгруэнтны, и пусть для определенности 
а <  а'. Отложим от луча А'Р' вправо угол, конгруэнтный углу а. 
Тогда вторая сторона этого у г л а — полупрямая A 'Q ' пересекает

Рис. 57

прямую а' в некоторой точке Q' (рис. 57). Пусть Q — точка пря­
мой а, лежащая правее точки Р и такая, что QP == Q 'P '. Так 
как треугольники APQ  и A 'P 'Q ' конгруэнтны по построению, то угол 
P A Q  конгруэнтен углу, который прямая b образует с лучом А Р  
справа от него. А это невозможно, так как в силу аксиомы II 1.5 
нельзя по одну сторону от данного луча отложить два различных 
конгруэнтных угла.

Теорема доказана.
Обозначим длину отрезка А Р  через х, тогда угол параллельно­

сти а есть функция х, которую обозначают
а =  П (х)

н называют функцией Лобачевского. Функция Лобачевского опре­
делена на промежутке (0, -+-оо). Имеет место следующая

Т е о р е м а  2. Функция Лобачевского П (х), заданная на про­
межутке (0, + с о ) , непрерывна на этом промежутке, строго убы­
вает и

iim П (х)=  — , lim П (х) — 0.
лг —► 0 2 Х-* у»

Д ля угла параллельности имеет место формула
X

П (х) =  2 arc tg е R ,
где R  >  0 — некоторая постоянная (см. Ң. В. Ефимов «Высшая 
геометрия», гл. III, § 59).

§ 19. Эквидистанты

Пусть а — некоторая прямая на плоскости Лобачевского. Мно­
жество точек, расположенных по одну сторону от прямой а и уда­
ленных от а на одно и то же расстояние, называется эквидистантой.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / — эквидистанта, построенная 
по прямой а. Возьмем три любые точки А, В, С, принадлежащие I. 
Если мы докажем, что эти точки не лежат на одной прямой, то тем 
самым будет установлено, что эквидистанта отлична от прямой.

Предположим противное. Пусть через точки А, В, С проходит 
прямая b и пусть на этой прямой точка В лежит между точками А 
и С. Из определения эквидистанты вытекает (рис. 58), что четырех­
угольники А 'А В В ' и В'ВСС' 
есть четырехугольники Сак­
кери. Поэтому углы АВВ ' и 
В'ВС  острые и, следователь­
но, сумма двух смежных углов 
при точке В, образованных 
прямой Ь и прямой,проходя­
щей через точки В, В ' , мень­
ше двух прямых, что невоз­
можно. Полученное противо­
речие доказывает теорему.

Прямую а, с помощью ко­
торой построена эквидистанта /, называют базой эквидистанты.

Возьмем на эквидистанте / любую точку А и проведем прямую 
АА' ,  перпендикулярную базе а. Через точку А проведем прямую t, 
перпендикулярную прямой АА' .  Имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Все точки эквидистанты I лежат по одну сто­
рону от прямой t с той стороны, что и точки базы а. Далее, пря­
мая t является касательной к эквидистанте I в точке А .

Прямую А А ' называют нормалью к эквидистанте в точке А .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как прямая А Л'перпендикуляр- 

на к обеим прямым а и t, то прямые а и t расходящиеся. По обе 
стороны от перпендикуляра А А ' точки прямой t таковы, что их 
расстояния от прямой а строго возрастают при удалении этих точек 
от точки А. С другой стороны, все точки эквидистанты удалены от 
базы а на одно и то же расстояние, равное длине отрезка А А '. По­
этому вся эквидистанта леж ит по одну сторону от прямой t, там, 
где расположена база а.

Д ля того чтобы установить суще­
ствование касательной к эквидистан­
те в точке А и ее совпадение с пря­
мой /, достаточно установить (см. 
рис. 59), что при стремлении точки X ’ 
к точке А ' угол между лучами А Х  и
А А ' стремится к .

Так как Л и X — точки эквидистан­
ты /, а прямые А А ' и X X '— пер­

Т е о р е м а  1. Эквидистанта не является прямой.

J6 с А

У  _ dr -------
С '

Р и с .

X '
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пендикулярны к базе а, то четырехугольник А ' А X X '  есть четы­
рехугольник Саккери. Пусть С С — средняя линия этого четырех­
угольника. Угол между лучами А А ' и А Х ,  который мы далее 
будем обозначать через б, есть острый угол при вершине в четырех­
угольнике Саккери. Поэтому

а < -  
2 '

Так как прямые А А '  и СС' расходящиеся, то
П (у) <  а,

где через у  обозначена длина отрезка АС.
Таким образом,

П ( у ) < б < | .

При стремлении точки X  к точке А  величина у  стремится к нулю. 
Перейдем в неравенствах

П ( У ) < 6 < ^

к пределу при условии, что точка X  стремится к точке А , тогда на 
основании теоремы 2 § 18 будем иметь:

-  <  lim б <
2 х ~ А  2

Отсюда следует, что *4(t, А А ’) прямой.
Теорема доказана.
Пусть на плоскости Лобачевского фиксирована произвольная 

прямая а. Совокупность прямых, перпендикулярных к ней, назы­
вается пучком прямых, ортогональных к прямой а.

Любая эквидистанта с базой а представляет собой множество 
точек, расположенных по одну сторону от а и удаленных от а 
на одно и то же расстояние. Из теоремы 2 вытекает, что норма­
лями любой эквидистанты с базой а служат прямые пучка, орто­
гонального к прямой а. Поэтому эквидистанты представляют 
собой ортогональные траектории пучка прямых, ортогональных 
к, общей базе а всех эквидистант (рис. 60).

Если на плоскости Лобачев­
ского рассмотреть систему ко­
ординат х, у , построенную в § 12, 
то осью х  в ней будет п р я м а я  а ; 
линиями, вдоль которых у точек 
постоянна координата х, будут 
прямые, перпендикулярные а, 
и, наконец, линиями, вдоль 
которых постоянна координата 
у, будут эквидистанты с базой
а. Теперь мы ясно видим, что 
построенная в рамках абсолют-Рис. G0
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ной геометрии (§ 12) система координат на плоскости, вообще гово­
ря, не является декартовой. Она будет декартовой только на 
плоскости Евклида.

Рассмотренная нами система координат на плоскости Лобачев­
ского называется полу геодезической. Смысл термина «полугеодези- 
ческая система координат» будет выяснен в главе VI.

§ 20. Требования, предъявляемые к системе аксиом

При,исследовании системы аксиом, лежащих в основе построения 
любой теории, в частности при исследовании системы аксиом гео­
метрии Евклида или геометрии Лобачевского, всегда интересу­
ются проблемами непротиворечивости, минимальности и пол­
ноты.

Как мы знаем, из данной системы аксиом, которая устанавли­
вает определенные свойства взаимных отношений основных объ­
ектов, можно делать логические выводы об этих свойствах объек­
тов, не принимая во внимание другие возможные их свойства, если
о них ничего не говорится в аксиомах. Поэтому объектами данной 
системы аксиом можно считать объекты произвольной конкретной 
природы, и отношениям между ними, о которых говорится в аксио­
мах, можно придавать любой конкретный смысл, лишь бы при этом 
выполнялись требования аксиом. Тогда любая теорема, выведенная 
из аксиом, представляет собой определенный факт, относящийся к 
рассматриваемым конкретным объектам или, более точно, к тем их 
свойствам, о которых идет речь в аксиомах.

Всякий выбор конкретных математических объектов, которым 
мы будем приписывать роль основных объектов данной системы ак­
сиом, называется реализацией (или интерпретацией) этих аксиом. 
Само множество объектов, реализующих данную систему аксиом, 
называют моделью этой системы аксиом.

Допустим, что все аксиомы некоторой системы реализованы на 
некоторой модели. Тогда логически невозможно вывести из них 
два следствия, исключающих друг друга. Поэтому если построить 
одну из возможных реализаций данной системы аксиом, то тем 
самым будет доказана непротиворечивость этой системы а к ­
сиом.

Доказательство непротиворечивости той или другой системы ак­
сиом может носить условный характер. Например, ниже будет до­
казано, что на объектах евклидовой геометрии может быть построе­
на модель геометрии Лобачевского. Отсюда получаем, что геометрия 
Лобачевского непротиворечива, если непротиворечива геометрия 
Евклида. Вопрос о непротиворечивости геометрии Евклида будет 
сведен нами к непротиворечивости арифметики вещественных чи­
сел. Таким образом, непротиворечивость обеих геометрий нами
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будет доказана при условии, что непротиворечива арифметика ве­
щественных чисел.

Перейдем теперь к проблеме минимальност и. Как ясно из само­
го названия, речь здесь идет о том, возможно или невозможно из 
данной системы аксиом исключить те или другие аксиомы так, что­
бы при этом не нарушился объем следствий, вытекающий из этой 
системы.

Пусть буква А обозначает одну из аксиом данной непротиворе-. 
чивой системы. Допустим, что аксиома А исключена из списка ак­
сиом данной системы и заменена новой аксиомой: «утверждение А 
неверно». Тогда если новая система аксиом непротиворечива, то 
отсюда, очевидно, следует, что аксиома А независима от остальных 
аксиом системы. Таким образом, независимость аксиомы А по 
отношению ко всем остальным аксиомам данной системы будет выте­
кать из этого факта, что на некотором множестве объектов реали­
зованы все аксиомы, кроме аксиомы А , а вместо аксиомы А  реали­
зовано противоположное утверждение.

К ак мы уже отмечали, ниже будет доказано, что на объектах 
геометрии Евклида будет построена модель геометрии Лобачевско­
го (гл. III,  § 11). Отсюда будет вытекать, что аксиома параллель­
ности Евклида не зависит от прочих аксиом геометрии. Аналогично 
аксиома параллельности Лобачевского также не зависит от осталь­
ных аксиом геометрии.

Вопрос о полноте данной системы аксиом связан с существова­
нием качественно различных реализаций данной системы аксиом. 
Если система аксиом полна, то это должно означать, что все реали­
зации в известном смысле между собой неразличимы. Более точно 
указанное соображение оформляется с помощью понятия и з о м о р ­
ф н ы х  р е а л и з а ц и й .  Две реализации одной и той же системы 
аксиом называются изоморфными, если между объектами этих реа­
лизаций можно установить такое взаимно однозначное соответствие, 
что соответствующие между собой объекты находятся в одинако­
вых взаимных отношениях.

Например, если речь идет о двух реализациях плоской геометрии 
Евклида, то изоморфизм реализаций означает следующее: если 
точка А и прямая а первой реализации соответствуют точке А ' и 
прямой а' второй реализации и если точка А лежит на прямой а, 
то точка А ' должна лежать на прямой а'\ если А В  и CD  — отрезки 
первой  р еа л и зац и и  и А В  == C D , то д л я  соответствую щ их о тр е з­
ков второй реализации А 'В ' и C 'D ' должно быть A ' B ' z = C 'D '  
и т. д. При этом отношения «принадлежит», «между», «конгруэн­
тен» для каждой реализации понимаются в соответствующем ей 
конкретном смысле.

Сформулируем теперь п о н я т и е  п о л н о т ы  с и с т е м ы  
аксиом. Система аксиом называется п о л н о й ,  если все ее реал и за­
ции изоморфны д р у г  д р у гу .
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§ 21. Непротиворечивость и полнота системы аксиом плоской 
евклидовой геометрии

1. Аналитическая модель евклидовой геометрии. Непротиворе­
чивость евклидовой геометрии. Построим реализацию плоской гео­
метрии Евклида. Точкой в аналитической реализации назовем лю­
бую пару вещественных чисел (х, у), прямой — отношение трех ве­
щественных чисел (и : v : w) при условии, что хотя бы одно из 
двух чисел и, v  не равно нулю1.

Будем говорить, что точка (х, у ) лежит на прямой (и  : v : w ). 
если имеет место равенство: их  +  vy +  w =  0.

Убедимся, что требования аксиом I. 1—3 будут удовлетворены. 
Так как уравнение

их - |- vy  - f  w =  0

при условии и2 +  v~ ф  0 имеет бесконечно много решений, то 
аксиома I. !, очевидно, выполняется.

Далее, если [хи у О и {х2, у 2) — две различные точки, то тогда 
числа и =  у і — у 2 и v =  х 2 — одновременно не равны нулю. 
Положим w  =  Х і у г —  х 2уі. Тогда через точки (х и y t) и (л'2, у 2) 
проходит прямая [и : v : w). Действительно,
и х ( +  с/у, +  w  =  (у, — у 2) +  (х2 — *і) Уі +  (*іУ2 — х 2уі) =  0,
и х2 v y 2 +  w =  (у, — у 2) х 2 +  (х2 —  *,) у 2 +  (*іУ2 — х гуі) =*= 0. 

Далее, из уравнений
их у +  v y t +  w — 0, 
и х2 +  vy2 +  w =  О

следует, что и : v  : w  =  (у, — у 2) : (х 2 — х {) : (х,у2 —■ УіХ2).
Таким образом, точки (ху, у () и (х2, у 2) определяют только одну 

прямую, проходящую через эти точки. Итак, требование аксио­
мы 1.2 удовлетворено.

Точки (0, 0), (1,0) (0,1) не лежат на одной прямой. Действитель­
но, если (ы : v : w) — любая прямая, то из соотношений

« ' 0  +  Л ' 0 - Ь і »  =  0, 
и ■ 1 +  v  • 0 4- w  =  0, 
ы ■ 0 -j- w • 1 +  ш =  О

вытекает, что
и — v  =  w  =  0.

Следовательно, требование аксиомы 1.3 выполнено.
Отношение «между» определяется так. Пусть дана прямая 

(и : v : w)  и на ней три точки (хь  у 0 , (х2, у 2), (х 3, уз)-

1 Отношением трех чисел и ,  v ,  w  называют тройку чисел и ,  v ,  w  при ус­
ловии, что тройки и ,  V, w  и Хи, X v , X w , где Х =£  0, рассматриваются как тож­
дественные.
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Предположим, что у ф  0. Будем говорить, что точка (х2, у 2) лежит 
между (хь у 4) и (х3, у 3), если x t <  х 2 <  х 3 или x t >  х 2 >  х 3. Если 
же v =  0, то для точек этой прямой

W
*1 =  *2 =  *3 =  —  - •

Поэтому предыдущее определение не действует. В этом случае бу­
дем считать, что точка (х 2, у 2) лежит между точками (xt, yi) и (лг3, у 3), 
если

Уі <  У2 <  Уз

или

У1 > У 2 >  Уз.

Мы предоставляем читателю в качестве полезного упражнения про­
верить, что требования аксиом порядка II. 1 — 4 удовлетворены.

Перейдем к определению понятия конгруэнтности. Рассмотрим 
преобразования точек на плоскости, которые задаются соотноше­
нием

или

х ' =  х  cos ф —  у sin ф -j-  flj, 

у ' == х  sin ф -(- у cos ф -f- а2

х ' =  X COS Ф -j- у sin Ф -J- flj, 
у ' =  х  sin ф —  у cos ф - f  а2.

(*)

( 5 )

При любом фиксированном ф £  (—я, я] и любых фиксированных ве­
щественных числах а ь  а 2 преобразование (*) или (J ) определяет 
па плоскости однозначно по каждой точке (х, у) ее образ (х ', у'). 
Так как

cos ф —  sin ф 
sin ф cos ф

COS ф ЭШф 
sin Ф —  COS ф

1

=  - 1 ,

то эти преобразования обратимы и, как легко установить с помощью 
теоремы Крамера, представляют собой взаимно однозначные отоб­
ражения плоскости. Преобразования (*) и Ц ) в алгебре называют­
ся ортогональными. Так мы их и будем называть ниже.

Мы будем говорить, что два отрезка А В  и CD конгруэнтны, если 
существует ортогональное преобразование, совмещающее эти от­
резки. Аналогично два угла называются конгруэнтными, если они 
могут быть совмещены некоторым ортогональным преобразованием.
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Проверка выполнения требований аксиом конгруэнтности
III. 1—6 достаточно громоздка. Поэтому мы на ней останавливаться 
не будем. Подробное изложение этого вопроса имеется в главе IV 
книги Н. В. Ефимова «Высшая геометрия», куда мы и отсылаем 
читателя.

Д ля проверки выполнения требования аксиом непрерывности в 
построенной нами реализации проще всего установить, что в ней 
для множества точек каждой прямой выполнен принцип Дедекип- 
да. Пусть (и : v : до) — какая-нибудь прямая и пусть для опреде­
ленности v ф  0. Будем считать, что на этой прямой точка (x lt у,) 
предшествует точке (х г, у 2), если Ху <С х 2. Если теперь произвести 
дедекиндово сечение на множестве точек прямой (и : v : до), то од­
новременно будет произведено сечение во множестве вещественных 
чисел \х). Так как во множестве вещественных чисел имеет место 
принцип Дедекинда, то существует число х0, производящее сече­
ние, т. е. замыкающее один из классов. Положим

— и х  0 — W

Очевидно, точка (х0, у0) лежит на прямой (и : v : до) и замыкает 
один из классов дедекиндова сечения на прямой (и : v : до). Итак, 
на всех прямых аналитической реализации выполняются требова­
ния принципа Дедекинда.

Перейдем к проверке выполнения требования аксиомы парал­
лельности. Пусть (и : v : до) — произвольная прямая и (хо, у0) — 
точка, не лежащая на ней, т. е. числа хо, у0 удовлетворяют соотно­
шению

их0 -I- vy0 +  до ф  0 .
Пусть (и ' : v' : до') — прямая, проходящая через точку (лг0, у0) 
и не имеющая общих точек с прямой (и : v : до). Тогда, во-первых,

и 'х0 +  v 'y0 +  до' =  0, (*)
так как прямая {и ' : v' : до') проходит через точку (х0, у0), и, во- 
вторых, система двух уравнений

и 'х  4 - г/у -4- до' =  0,
( * )

их -f- vy -f- до =  0

должна быть несовместной, так как прямые (и' : v ’ : до') и (и : v : до) 
не имеют общих точек. В случае несовместности системы ( % ) 
необходимо должно быть и' : и =  v' : и, или, если обозначить че­
рез р каждое из этих равных между собой отношений:

и' =  р«, у' =  ри,
то из соотношения (*) тогда найдем

до' =  — р {их0 +  уу„).
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Отсюда
и ’ : v' : w' — и : v : — (их0 +  уу0),

и потому может быть не более одной прямой, проходящей через точ­
ку (хо, г/о), параллельно произвольно заданной прямой.

Таким образом, в аналитической реализации выполнена аксиома 
параллельности Евклида.

Итак, построена аналитическая реализация плоской евклидовой 
геометрии. Тем самым установлена

Т е о р е м а  1. Система аксиом евклидовой геометрии I  — V 
свободна от противоречий, если непротиворечива арифметика веще­
ственных чисел.

Вопрос о непротиворечивости арифметики вещественных чисел 
в курсе высшей геометрии не рассматривается.

Модель, соответствующую аналитической реализации евклидо­
вой геометрии, называют аналитической моделью евклидовой геомет­
рии.

2. Полнота системы аксиом евклидовой геометрии
Т е о р е м а  2. Система аксиом евклидовой геометрии полна.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно, очевидно, установить, что 

любая реализация евклидовой геометрии изоморфна аналитической 
реализации.

Пусть R  — произвольная реализация системы аксиом евклидо­
вой геометрии. Тогда согласно §§ 12 и 15 во множестве объектов R , 
которые в реализации R  названы «точками», можно ввести систему 
декартовых координат х, у  и любой точке М  £ R  будет взаимно одно­
значно соответствовать пара вещественных чисел. Далее, координа­
ты точек, расположенных на какой-нибудь прямой, характери­
зуются уравнением

их  +  vy  +  до =± 0; и2 +  v2 Ф  0.

Таким образом «прямым» реализации R  взаимно однозначно от­
вечают отношения (и : v : до), для которых и2 +  и2 ф  0. Тем самым 
получено взаимно однозначное соответствие между объектами реа­
лизации R  и объектами аналитической реализации. Нетрудно про­
следить, что с помощью формул аналитической геометрии в декар­
товой системе координат взаимные отношения объектов реализации 
R  характеризуются точно так же, как взаимные отношения соот­
ветствующих объектов аналитической реализации. Отсюда выте­
кает, что реализация R  и аналитическая реализация изоморфны.

Теорема доказана.
Вопрос о независимости системы аксиом евклидовой геометрии, 

в частности вопрос о независимости аксиомы параллельности от 
прочих аксиом, будет рассмотрен в п. 3 § 12 гл. 111 после того, 
как будет построена модель геометрии Лобачевского.
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§ 22. О тематике практических занятий

1. На практических занятиях, посвященных тематике § 1—3, 
полезно поставить доклады студентов. Ниже приводится примерный 
перечень тем докладов.

1. Основные этапы развития геометрии до «Начал» Евклида.
2. «Начала» Евклида. Их влияние на дальнейшее развитие гео­

метрии.
3. Пятый постулат и предложения, ему эквивалентные.
4. Работы Саккери по основаниям геометрии.
5. Работы Ламберта по основаниям геометрии.
6. Работа Лежандра по основаниям геометрии.
7. Ж изнь и деятельность Лобачевского.
8. Решение проблемы V постулата в работах Лобачевского, 

Больяи, Гаусса. Сравнительная роль каждого из них в построении 
неевклидовой геометрии.

9. Краткая характеристика последующего этапа развития ос­
нований геометрии, связанного с работами Бельтрами, Клейна, 
Пуанкаре, Гильберта.

II .  По материалу § 5 полезно поставить доклады студентов, 
посвященные следующим вопросам:

1. Доказательство теорем 2, 3, 4, представляющих собой есте­
ственные дополнения к аксиомам порядка.

2. Разбор лемм, на которых базируется доказательство теоремы 
разбиения на прямой.

Л и т е р а т у р а  к о б е и м  т е м а м :  § 1 4  гл. II книги
Н. В. Ефимова «Высшая геометрия».

3. Доказательство теоремы о разбиении пространства плос­
костью (в порядке самостоятельной работы).

I I I .  Пэ материалу § 6 полазно поставить доклад «Теорема Ж ор­
дана». Л и т е р а т у р а :  Д.  Г и л ь б е р т ,  Основания геомет­
рии, М.—Л ., ГИТТЛ, 1948.

Ж елательно также освещение этого вопроса и с других позиций. 
См., например, А. Д . А л е к с а н д р о в ,  Выпуклые многограи 
ники, М.—Л ., Гостехиздат, 1950; П. С. А л е к с а н д р о в ,  Комби­
наторная топология, М.—Л ., ГИТТЛ, 1947.

I V .  По материалу § 8 желательно, во-первых, организовать 
самостоятельную работу по доказательству теорем, приведенных 
без доказательства и, во-вторых, рассмотреть решение различных 
задач из абсолютной геометрии.

V .  По материалам § 16— 19, используя книгу Н. В. Ефимова 
«Высшая геометрия» (гл. III), полезно поставить доклады студентов 
на темы:

1. Симметричность и транзитивность отношения параллельнос­
ти прямых на плоскости Лобачевского.

93



2. О свойствах расстояния между точками двух прямых; (дока­
зательство леммы 1 п. 2 § 17).

3. О некоторых метрических соотношениях на плоскости Лоба­
чевского.

4. Интерпретация Пуанкаре для плоскости Лобачевского. П оня­
тие о непротиворечивости геометрии Лобачевского.



Г Л А В А  II. АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 1

§ 1. Определение аффинного преобразования

Пусть G — группа всех преобразований, или, что то же, группа 
всех взаимно однозначных отображений евклидовой плоскости. В 
предыдущей главе была подробно рассмотрена одна из наиболее 
важных ее собственных подгрупп — группа движений. Движения 
евклидовой плоскости (см. § 10) — это такие преобразования ев­
клидовой плоскости, которые сохраняют конгруэнтность соответст­
вующих отрезков. Все движения обладают важным свойством: они 
преобразуют прямые снова в прямые, т. е. сохраняют природу ос­
новных геометрических образов.

Рассмотрим теперь совокупность всех преобразований плоскос­
ти, которые прямые переводят в прямые. Такие преобразования 
принято называть аффинными. Очевидно, что совокупность аффин­
ных преобразований плоскости образует собственную подгруппу 
группы G, ее мы будем обозначать (36. Очевидно, что 06 содержит 
в себе группу движений как подгруппу. Как мы увидим ниже, под­
группа движений является собственной подгруппой (36 . Это вы­
текает из того, что аффинные преобразования, вообще говоря, не 
сохраняют конгруэнтность отрезков и углов.

К понятию аффинного преобразования евклидовой плоскости 
можно подойти также и с других позиций. На евклидовой плоско­
сти рассмотрим некоторую декартову систему координат х, у. 
Всякое движение евклидовой плоскости в декартовых координатах 
задается формулами (см. п. 2 § 15 гл. I):

j x '  =  xcos<p — у sin ф а{, ^
| у ' =  x sin  ф -(- у cos ф -f- а2 ^

или
|  х ' =  х cos ф -f- у sin ф -f- а„
|  у ' =  х  sin ф — у cos ф а2,  ̂̂

1 Материал для упражнений к главе II целесообразно подбирать по
двум линиям: а) а н а л и т и ч е с к о й ,  используя для этого задачники
по линейной алгебре, б) г е о м е т р и ч е с к о й ,  используя для этого кни­
гу И. М. Яглома и В. Г. Ашкинузе «Идеи и методы аффинной и проектив­
ной геометрии».
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где ф £ ( — я , я], а а{, а2 — некоторые вещественные числа. Соот­
ношения (*), ( * )  дают правило перехода от любой точки М  (х, у) 
к ее образу — М ' (х', у'). Используя линейность выражений для 
координат х ' и у ' точки М ' через координаты х, у точки М  и ус­
ловие необращения в нуль определителей

COS ф  — sin Ф I COS ф БІПф
sin Ф COS Ф !, sin ф  —-  COS Ф

легко установить, что формулы (*), ( * ) определяют преобразова­
ние евклидовой плоскости, которое переводит прямые в прямые.

Рассмотрим теперь более общее точечное отображение /  евкли­
довой плоскости, переводящее точку М  (х, у) в точку М ’ (х ', у '), 
координаты которой определяются из соотношений:

( х ' =  а— апх  -j- а 12у +  ai3,

21Х - f ’ °22У
( МI **

где а » ,  а12, а 13, а 2ь а 22, а 23— некоторые произвольно фиксирован­
ные вещественные числа. Д ля того чтобы /  было взаимно однознач­
ным отображением (или преобразованием) евклидовой плоскости, 
необходимо и достаточно, чтобы

°11 Я12 ф  О
а 2\ а 22

(это утверждение будет ниже доказано, поэтому мы сейчас на нем 
больше останавливаться не будем). Из линейности выражений для 
координат х' и у ' точки М ’ через координаты х и у точки М  с по­
мощью простых вычислений легко следует (ниже в § 4 об этом бу­
дет идти речь подробно), что преобразование f  переводит прямые 
в прямые.

Таким образом, преобразование /, которое в декартовых коор­
динат ах задается формулами

х ’ =  а11х +  о12у +  й13,

У * =  а21Х 4 ~  ° 2 2 У  ~ Ь  а23
при условии, что

Ф о,
21 “ 22

является аффинным преобразованием. Оказывается, что верно и 
обратное: всякое аффинное преобразование в любой декартовой 
системе координат задается формулами (***), причем

•4 2 Ф о.
2̂1 ^22

Доказательство последнего утверждения довольно сложно (см. 
§ 2, п. 4). Как мы увидим ниже, свойства аффинных преобразований 
проще всего изучать с помощью их задания соотношениями (*%) 
в декартовой системе координат.
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Сейчас мы рассмотрим еще один подход к понятию аффинного 
преобразования, связанный с преобразованием векторов. Пусть О— 
произвольная точка плоскости. С каждой точкой плоскости М  
можно сопоставить вектор

г  =  ОМ,

называемый радиус-вектором точки М . Совокупность всех радиус- 
векторов г  = 0 М  с началом в точке О будем обозначать Ro  . Очевид­
но, между точками плоскости М и радиус-векторами r= O M  £ R 0 
естественным образом устанавливается взаимно однозначное соот­
ветствие.

Пусть теперь /  — аффинное преобразование евклидовой плос­
кости. Пусть О — произвольно фиксированная точка плоскости и 
0 ' — ее образ при преобразовании /. Так как /  — аффинное пре­
образование, то пучок прямых с центром в точке О преобразова­
ние /  переводит в пучок прямых с центром в точке О'.

Используя взаимную однозначность отображения /, получаем, 
что совокупность радиус-векторов Ro  с началом в точке О с помощью 
преобразования /  взаимно однозначно отображается на совокуп­
ность радиус-векторов Ro' с началом в точке О':

г '  = / (г);
здесь г  £ R 0, г '  £ R o ’, а через /  обозначено отображение радиус-век­
торов, которое порождено аффинным преобразованием /. (Мы сох­
раняем за ним то же обозначение /.)

Как будет установлено ниже (§ 2), пребразование f  радиус- 
векторов удовлетворяет условиям линейности:

1) Д ля любого г  ^ Ro и любого вещественного числа К справед­
ливо соотношение

f {X r ) = V ( r ) .

2) Д ля любых г  и s  £ Ro справедливо соотношение

/(r +  s) =7 (г) +  /(«).
Преобразование/радиус-векторов г £ R o  в совокупность радиус- 

векторов r ' £  R o', удовлетворяющее условиям 1 и 2, называется ли ­
нейным. Если при этом оказывается, что

f ( Ro )  = R o ' ,
то линейное преобразование радиус-векторов называют невырож­
денным.

Итак, всякое аффинное преобразование f  плоскости порождает 
некоторое линейное невырожденное преобразование радиус-векто­
ров с началом в произвольно фиксированной точке О на совокуп­
ность радиус-векторов с началом в точке 0 ’— образе точки О при 
преобразовании f.
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Оказывается, что обратное утверждение также имеет место. П о­
этому аффинное преобразование плоскости может быть определено 
как линейное невырожденное преобразование радиус-векторов.

Ниже в этой главе мы определим аффинное преобразование че­
рез линейное невырожденное преобразование радиус-векторов. Д а ­
лее установим эквивалентность этого определения с определением 
аффинного преобразования в координатной форме (см. п. 5, § 2) 
и затем после изучения ряда свойств аффинного преобразования 
установим эквивалентность этих определений аффинного преоб­
разования с первоначальным определением, которое характеризует 
аффинное преобразование евклидовой плоскости как преобразова­
ние, переводящее прямые в прямые.

§ 2. Линейные преобразования. Координатное представление 
линейного и аффинного преобразований

1. Линейные преобразования. Преобразование радиус-векторов

г '  =  ф(г), r £ R 0 , т' £ R 0>

евклидовой плоскости а называется линейным1 если оно удовлетво­
ряет следующим условиям :

1) ф (Хг) =  tap (г),

где г  £ Ro — произвольный радиус-вектор, а X — произвольное веще­
ственное число;

2) для любых радиус-векторов г  и s £ R o

Ф (г - f  s) =  Ф (г) +  ф (5).

Известно, что вектор Хг коллинеарен вектору г  и получается из 
него «растяжением» в X раз; поэтому первое условие означает, что 
образ вектора Хг  также коллинеарен образу вектора г  и также 
получается из него растяжением в X раз (см. рис. 61).
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Пусть O', образы точек О, М, N, Р при отображе-
ний ф. Тогда если г  =  ОМ, s  =  ON, г  +  s  =  OP, то О'ЛГ =  ф (г), 
О'ЛГ =  ф (s), б 'Р ' =  ф (г +  s) (рис. 62) и согласно второму условию

О'Р' — Ф (Г  +  •*) =  Ф (г ) +

+  ф (s) =  W W  - f  W W \

Следовательно, второе ус­
ловие означает, что каждый 
параллелограмм OMP N  пре­
образуется в четырехугольник 
O’M ' P ' N ' , который также яв­
ляется параллелограммом.

Если линейное преобра­
зование

г '  =  Ф (г )

оставляет точку О на месте, то оно называется центролинейным 
преобразованием. Центролинейное преобразование переводит сово­
купность радиус-векторов в себя.

Линейное преобразование
г '  — ф (г)

называется невырожденным, если оно переводит совокупность ра­
диус-векторов с началом в точке О на всю совокупность радиус-век­
торов с началом в точке О'.

Пусть г '  — ф (г )—некоторое линейное невырожденное преобра­
зование радиус-векторов, переводящее радиус-вектор г  =  ОМ в 
радиус-вектор г ' — О 'М '. Тогда преобразование г '  =  ф (г ) порож­
дает точечное преобразование М'=<$(М ) плоскости на себя. Точеч­
ное преобразование М ’=  ф (М), порожденное линейным невырож­
денным преобразованием г '  =  ф(г) (оба преобразования будем 
обозначать одинаково), будем называть аффинным преобра­
зованием. Линейное невырожденное преобразование радиус- 
векторов г '  =  ф (г) будем иногда также называть аффин­
ным. Центролинейное невырожденное преобразование г '  =  ф(г) 
и порождаемое им точечное преобразование М ’ =  ф(М) будем 
называть центроаффинным.

2. Базисы, аффинные координаты. Н а плоскости а  выберем 
любую пару векторов е„ е 2, неколлинеарных между собой и 
имеющих общее начало. Если обозначить через О точку, из 
которой исходят ву и с  г, то с помощью векторов t?i и e<i мож­
но построить оси Oxi и О х2. На осях Oxi и О х2 лежат 
соответственно векторы в і  и е 2, и направления осей совпадают 
с направлениями векторов e t и е г (см. рис. 63). Пусть,

Р'

О s

Рис. 62
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Рис.. 63

далее, г  £ а  — произвольный ра- 
диус-вектор, исходящий из точ­
ки О. Так как векторы ву и е 2 
неколлинеарны, то вектор г  
можно представить в виде суммы

Т  =  Х уСу —j- % 2^2'

Действительно, так как век­
торы г , в и  е 2 лежат в одной 
плоскости, то существуют числа 
%, fi, v, не все одновременно рав­
ные нулю, для которых спра­
ведливо соотношение

l r  -f- Цві +  v£2 =  0.

Число А, Ф  0, ибо в противном случае векторы e t и е 2 были бы 
коллинеарны, что невозможно. Поэтому

Г =  Х у в у  -] -  Х2в о ,

Iх V _  V
т  ’ *2 ~  I '

где X! =  —

Коэффициенты в разложении г  — Хуву +  х 2е 2 при векторах 
ву и е 2 определяются однозначно. В самом деле, если

г = Хуву +  *2<?2 = Уів, +  У 2е 2,
то

(Ху — У у ) в у  +  (х2 — Уг) е 2 =  0,

и, поскольку ву и е2 неколлинеарны, необходимо

=  У і, =  Уг

Итак, если векторы е { и е 2, имеющие общее начало О и некол- 
линеарные между собой, фиксированы, то любой радиус-вектор г  
допускает разложение

1“ — Ху€у 4 "  Х2С2,

где числа Ху и х 2 определяются единственным образом.
Обратно, по заданной паре чисел Ху, х 2 и векторам е и е 2 стро­

ится единственный радиус-вектор
г  =  Хуву +  х2е 2.

Пара векторов ву, е 2, имеющих общее начало и неколлинеарных 
между собой, называется базисом. Система чисел x lt х 2, которая 
участвует в разложении

г  =  Х у в у  4 -  х2е .
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произвольного радиус-вектора г  по элементам базиса е и е 2, на­
зывается аффинными координатами вектора г .  В дальнейшем бу­
дем применять обозначение

г  =  х2).

Пусть М — конец радиус-вектора г ,  тогда числа x it х 2 называ­
ются аффинными координатами точки М относительно базиса е и 
е 2. Этот факт записываем так: М (x it х 2).

Выясним геометрический смысл аффинных координат.
Из определения суммы векторов следует, что фигура OMjMM2 

(см. рис. 63) является параллелограммом. Поэтому

ОМ =  OMj +  ОМ2.
Если пользоваться одной масштабной единицей для измерения длин 
всех векторов на плоскости а, то

1 l*ll- 2 1̂ *1

где знак плюс берется в случае, когда векторы ОМ , и е ь 0 М 2 и е 2 
имеют одинаковые направления, и знак минус — в противополож­
ном случае. Числа ±  |О М ,|, ±  |0 М 2| называются компонентами 
вектора г  =  О М  относительно базиса е и е 2. Таким образом, 
аффинные координаты радиус-вектора г ,  или, что то же, аффин­
ные координаты его конца, суть отношения компонент вектора г  
относительно базиса е и е2 к длинам векторов e lt е 2.

Если на каждой из осей Oxi и Ох2 выбрать в качестве и е 2 
векторы единичной длины (при этом, конечно, масштабы на осях 
Ох 1 и 0 х 2 будут, вообще говоря, разными), то аффинные координаты 
радиус-вектора и аффинные координаты точки, являющейся концом 
соответствующего радиус-вектора, будут равны компонентам ра- 
диус-вектора относительно базиса е іг е 2.

Если векторы и е 2 имеют единичную длину и взаимно пер­
пендикулярны, то аффинные координаты точек относительно тако­
го базиса являются декартовыми. В дальнейшем мы рассматриваем 
лиш ь аф ф инны е к оорди н аты  векторов и точек . Поэтому термин «аф­
финный» мы будем опускать и говорить просто о координатах соот­
ветствующих геометрических образов.

2. Координатное представление центролинейного преобразо­
вания векторов1. Пусть

Г '  =  Ф (Г)

— центролинейное преобразование радиус-векторов, исходящих из 
точки О, и пусть этим преобразованием пара базисных векторов

1 Ниже в пунктах 2 и 3 центролинейное преобразование иногда будем 
назы вать  просто линейным.

101



е и е 2 переводится в некоторую пару векторов е\ =  ф (е,), е '2 — 
=  ф (е 2). Будем считать векторы e i , е 2 известными, т. е. нам 
заданы их разложения по базису elt е2.

Докажем, что задание формул (*) вполне определяет линейное 
преобразование г '  — ф (г).

Действительно, пусть г  =  {л:ь  х 2] — произвольный вектор, а 
г '  = { Хі , х 2 \ — его образ (координаты обоих векторов берутся 
относительно одного и того же базиса е 2). Тогда

Используя свойства линейности преобразования ф , получим:
+  хге2) =  ф ( J tjeJ-f ф (x.2e j  =  xt (p(ej - f  х.г<р (е.г) =  х .е /  +  хге\.

Подставляя в правую часть последнего равенства вместо е[ , е ' й
их разложения (*), будем иметь:

г ’ = х  4 {апе 1 +  а.п е г) +  х2 (ап е t - f  а ^ е г) =  (аіЛ  +  alix2)e i +

Так как одиң и тот же вектор г ' относительно базиса ех, е3 имеет 
единственное разложение, то

Эти формулы позволяют по любому вектору г  — {xv  х2] опреде­
лить его образ г '  ~{х[ ,  *']. Тем самым установлено, что форму­
лы ( * )  действительно определяют линейное преобразование ф.

Соотношения ( £ )  линейно выражают координаты вектора 
г '  =  ф (г) через координаты вектора г .  Эти соотношения называ­
ются координатным представлением линейного преобразования 
г ' = ф (г) в базисе e v е г. Матрица

\е \ = Ф  ( e j  =  +

fi t  ~  Ф (^2) =  1̂2̂ 1 ~f~ ®22̂ 2‘
(*)

г ' = х [ е ! +  х'.,е2 =  ф (г) =  ф ( х ^  +  х2е^.

Следовательно,

- f  (OjjXj +  аггхг)е2.
С другой стороны,

А  =  (аи ° а \
4̂ 21 а 22/»

которая порождается координатным представлением
I х^ =  aitx t -j- ai2x2,



преобразования ср, называется матрицей этого линейного преобразо­
вания в базисе в \ ,  е 2.

Пусть теперь фиксирован базис e lt е 2 и каждому радиус-векто­
ру г  ={*!, х 2) поставлен в соответствие радиус-вектор г ' — {хЛ х 2'\ 
по следующему правилу: координаты вектора г '  получаются из 
координат вектора г  по формулам:

=  апх { +  а12х2,
\Х2 =  Й2Л  Я22̂ *2'

Очевидно, что это преобразование оставляет точку О (0, 0) непод­
вижной.

Докажем, что построенное нами преобразование радиус-векто­
ров г '=  ф (г) линейно. Д ля этого нужно проверить соблюдение 
условий, характеризующих линейность преобразования ф.

1) Пусть
г  =  {*lt х2], ф (г) =  г '  ={х[, х'2), Ф (Яг) =  г* =  {х\,х*2\,

где Я — произвольное число. Так как
X *  =  f lu  ( X x i )  +  a i 2  { l x 2)  =  I  ( a n X i  +  a l 2 x 2)  =  f o e , 1 ,

X2 =  a 21 (Я*і) +  a 22 ( l x 2) =  X ( a 2iXl +  a 2Zx 2)  =  Хх2',

TO {■
r*  =  Яг'.

Отсюда
Ф (Яг) =  Яф (г ) . '

Таким образом, первое условие линейности для преобразования ф 
соблюдено.

2) Пусть
г  =  [хи x z)> S =  {уь у 2}

— произвольные радиус-векторы,
Г ' =  ф (Г) =[[Xi' ,  х г'}, s '  =  ф(«) =  [ у / ,  у 2'}

—их образы,
Ф (г +  s) =  г*  =  { х Д  х 2*}

— образ суммы векторов г  и s. Мы имеем:
г  - f  8 =  \х х +  у !, Хг +  у 2)»

следовательно,
х,* =  flu  (Xj +  у,) +  а 12 (х2 +  уг) =  (^ іі^ і ~Ь #12*2) + ( а и У і -Ь 

+  а  12У2) =  Уі г»
х 2* =  а 21 (Хі +  Уі) +  агг{хг + у г) =  +  а 22*а) +  («21У1+

-f- Й22У2) — *2'  "Ь Уг’-
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Таким образом,
r* = r '  +  s',

т. е.

Ф (г +  в) = ф (г) +  ф (s).
И так, второе условие линейности для преобразования ф также соблю­
дено. Следовательно, г '  =  ф (г) есть линейное преобразование. 

Из очевидных равенств
e t =  1 - е 1 +  0 . е 2,
в 2 — 0 • 4" 1 • &2

вытекает, что в базисе e lt е 2 вектор е ,  имеет координаты 1 и О, 
а координатами вектора е 2 служат 0 и 1:

^  =  {1, 0}, <?2 =  {0, 1}.
Отсюда образы базисных векторов е { и е2 таковы:

~  f®ll> fl2l)’ ^ 2  ~  а 22І‘

Соответствующие разложения имеют вид:
e [ =  a lle l + a 2le 2,
^ 2 =  ^12^1 ^22^2’

Матрица, составленная из коэффициентов этих разложений, имеет 
вид:

А* — 1а 11 a 2t\
\0-i2 ^22'

и получается транспонированием матрицы линейного преобразо­
вания ф. Итак, приходим к следующей теореме.

Т е о р е м а  1. Если дано линейное преобразование
г ’ =  ф (г )

радиус-векторов г ,  исходящих из произвольной точки О плоскости а, 
и базис <?i, е 2 с началом в точке О, то в координатах относительно 
базиса е ь  е г преобразование ф представляется формулами:

Xj =  atiXi 4 -  ai2x2,
х 2 ~  ^21^1 @22^2’

Обратно, если заранее даны формулы вида (# * *) для преобразо­
вания координат радиус-векторов относительно базиса е {, е 2, то 
они представляют в выбранных координатах некоторое линейное 
преобразование.

М атрица А , составленная из коэффициентов формул * * ), 
и матрица А *, составленная из коэффициентов разложений векто­
ров е [ ,  е й по базису ву,  е г, переводятся одна в другую транспо­
нированием.
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Рассмотрим координатные представления простейших линейных 
преобразований.

П р и м е р  1. Пусть г ' = ф (г) есть п о д о б и е  с к о э ф ­
ф и ц и е н т о м  k, т. е. ф (г) =  k r .  Базис е й  в  г выберем из про­
извольной пары неколлинеарных векторов, исходящих из центра 
подобия. Тогда

х[ =  kXi, 
х'й — k x 2.

Следовательно, координатное представление подобия таково:
( х\ — k x .4 -  0 -х ?, 
j x 2't = 0 . x j - f  k x 2;

матрица подобия имеет вид:

П р и м е р 2. Пусть г '= ф (г )  есть в р а щ е н и е  н а  у г о л  у. 
В качестве базиса берем пару взаимно перпендикулярных единич­
ных векторов в і  и е 2, имеющих начало в центре вращения. Пусть 
г =  (xj, х 2} — произвольный радиус-вектор. Тогда, вводя поляр­
ные координаты на плоскости а  и пользуясь тем, что аффинные 
координаты вектора совпадают в базисе е и е 2 с декартовыми, по­
лучим:

(л-j =  pcos Ө,
\x2 =  p s in 0 ,

где p, Ө — полярные координаты конца вектора г. Так как вектор 
г '= ф  (г) получается поворотом г  на угол ү вокруг начала коорди­
нат, то

j х[ =  р cos (Ө - f  ү),
\х '2 =  p s in (0  +  Y).

Отсюда
I x '= p c o s  (Ө +  ү) =  p [cos0cosv  — sin Ө sin үі,
I * 2  =  p sin (Ө —j- ү) =  p [cos 0 sin ү -f- sin 0 cos ү].

Раскрывая скобки в правых частях этих равенств и полагая р cos 0 =  
=  Xi, p s i n 0  =  х 2, найдем формулы координатного представления 
вращения на угол ү:

j Xj =  x t cos ү — x2 sin ү,
I x'2— Xt sin Y -f- *2 cos Y*

Матрица вращения на угол ү имеет вид:
=  /соэү  — sin ү\

\sinY  соэү /.
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П р и м е р з .  Пусть преобразование
Г ' =  Ф (г)

есть о т р а ж е н и е  о т  п р я м о й  а. Базис е и е 2 так же, как 
и в примере 2, возьмем составленным из взаимно перпендикулярных 
векторов в і  и е 2 единичной длины, причем вектор е 2 направим 
по прямой а. Тогда, если

Г {-V,, х2), г  — [х^, х2],

то
X i — x t, х2' = — х2.

Написанные формулы и дают координатное представление отраже­
ния от прямой.,М атрица преобразования здесь имеет вид:

НА-!).
П р и м е р  4. С ж а т и е  к п р я м о й .  Пусть а — некото­

рая прямая, проходящая через точку О. Сопоставим с каждым 
радиус-вектором

г  =  Ш Г

радиус-вектор

Г' = ф (г) = ОМ '

такой, что если Р  — основание перепендикуляра, опущенного из 
М  на а, то М ' лежит на луче Р М , причем отношение длин отрезков

Р М ' н РМ  равно постоянному 
положительному числу k. Ниже 
будет проверено, что указанное 
преобразование линейное. Пост­
роенное выше преобразование на­
зывается с ж а т и е м  к п р я ­
м о  й а. Если k  <  1, то мы имеем 
действительно сжатие, если же 
k  >  1, то мы на самом деле имеем 
дело с растяжением.

На рис. 64 указано, как изме­
няется фигура F под действием 
преобразования сжатия к прямой а.

Пусть г ' — ф (г) есть сжатие к 
прямой а с коэффициентом k. 
Беря базис e lt е 2 из взаимно пер­
пендикулярных единичных век­
торов и располагая при этом век- 

Рис. 64 тор e t на прямой а, будем иметь
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для векторов г  =  (дгь х 2] и г '  =  ф(г) =  {*/ , х2'\ соотношения:
х[ =
А̂2 — kx̂ %

Написанные формулы и дают координатное представление в базисе 
е и е 2 сжатия к прямой а. Матрица этого преобразования, или, что 
то же, сжатия к.оси 0 x lt имеет вид:

П 0 \
\о  к}.

Если бы по прямой а был направлен вектор е 2, то координатное 
представление имело бы вид:

|  х[ =  kxlt
1 *2 =  Х2>

и, следовательно, сжатие к оси О х2 с коэффициентом k  характери­
зуется матрицей.

А — (k 
\0  1/.

Из приведенных нами рассмотрений вытекает, что если e t и е 2
— единичные взаимно перпендикулярные векторы, то линейное 

преобразование г ' = Ф (г), имеющее в базисе е1( е 2 координатное 
представление

X  ̂ — fejXj,

является одновременно сжатием к двум взаимно перпендикуляр­
ным осям Oxt и О х2 с коэффициентами и k 2. Матрица такого 
преобразования имеет вид:

А  =  [ Ь  °У 
І0 ka)

3. Геометрический смысл определителя центролинейного преоб­
разования. Пусть на плоскости а  определено центролинейное пре­
образование радиус-векторов, имеющих начало в точке О:

г ' = ф (г).
Выберем базис e it е 2 с началом в точке О. Тогда относительно этого 
базиса координатное представление будет иметь вид:

Xj =  "I-  ^12^21

Х 2 = 2̂ А
Базисные векторы e it е 2 переводятся соответственно в векторы

f?l =  а и е1 а21е1<
е ч — йі2еі ai2et'
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Определитель матрицы

А =  (аи 
\ fl21 а22І

будем называть определителем линейного преобразования (р. В д аль­
нейшем наряду с обычным обозначением определителя матрицы А :

будем использовать обозначение det.4.

Пусть п  — единичный вектор, перпендикулярный к плоскости а  и та­
кой, что векторы е х, ег, п  в пространстве образуют правую тройку. Тогда 
вектор п  по направлению совпадает с векторным произведением [ev  е2\- 
Обозначим через S0 площадь параллелограмма, построенного на векторах 
еи  ег, тогда

[*?!, fi2] =  S0n. ( * )

Обозначим через S'0 площадь параллелограмма, построенного на векторах 
е I =  ф (ех), е'2 =  у  (fi2); тогда

\е[, e'2] =  ± S '0n. С  )

Знак плюс в этой формуле соответствует случаю, когда тройка векторов е ,,  
е 3, п  правая, а знак минус, когда эта же тройка векторов левая. В первом 
случае мы будем говорить, что пары векторов е х , е2 и ех, е2 на плоскости а  
ориентированы одинаково, а во втором случае — противоположно. Если 
So' =  0, то векторы е х и е2 коллинеарны, и вопрос об ориентации пар 
е х , е2 и e lt е2 отпадает.

Используя свойства векторного произведения, известные из курса ана­
литической геометрии, получим:

[е \> е 2І==\а и е 1 +  a 2 le 2< «12е 1 ~Ь °2 2 fi2 ] == а 11«22 [f il ,

+ «21а12 \е2< fill — («п«22 — Ol2a2l) [fill fi2]•
Отсюда с учетом равенств (*) и ( J ) будем иметь:

+  S ' =  | а “  "I2 I S0.0 I «21 «22 1
Ориентированной площадью параллелограмма, построенного на век­

торах е и  fi5, будем называть число S0, если пары е х, е? и е г, е2 ориентирова­
ны одинаково, и — S ' 0> если эти пары ориентированы противоположно. 
Ориентированную площадь будем обозначать буквой a'Q. Тогда

Оа =  I ° 12 |S0.о I a 2l а 22 1 0
Отсюда вытекает геометрический смысл определителя линейного пре­

образования

х[ =  an x t +  а12х2,
Х% — 021-̂ 1 ~f“ «22-̂ 2*

Именно det А есть отношение ориентированной площади параллелограмма, 
построенного на образах элементов базиса ех, е2 к площади параллелограмма, 
построенного на базисных векторах ех, е2.
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Пусть теперь г ,  S  — пара радиус-векторов на плоскости а , исходящих 
из точки О, и пусть

г  =  х1е 1 4- *2̂ 2.
S =  Vl^l +  У2<?2

— разложения этих векторов по базису e lt ег. Если через S обозначить пло­
щадь параллелограмма, построенного на векторах г ,  S ,  то

[г, s ] = ± S n .  (Л )
Так же, как и выше, пары векторов г, s и e lt е2 будем считать ориентирован­
ными одинаково, если в формуле (***) стоит знак плюс, и ориентированными 
противоположно, если в формуле („%) стоит знак минус. В первом случае 
ориентированной площадью параллелограмма, построенного на векторах г  и 
s, будем называть число +  S, а во втором случае — S . Ориентированную 
площадь этого параллелограмма обозначим через а. Тогда из соотношения

[r,s] =  +  x2e2t yjCi +  У2*2І =  (*іУг — *2Уі) [ev e2\
гытекает, что

Пусть, далее,
г  =

*і Уі 
1*2 У 2 I

oh S' :

So.

УІ> У2І
образы векторов г и s при преобразовании ф.

Ориентированная площадь о’ 
торах г ' и s ' , равна

параллелограмма, построенного на век-

*1 У,
4  У2

Т ак

то,

; «11*1 +  «12*2. Уі =  «пУі +  аігУа. 
х'2 =  a2lXy -|- 022*2. Уг =  «зіУі +  «22У2. 

используя умножение матриц, имеем:

*! у! (Xl М
Х2 У2 /  \ « 2l «22 /  \ *2 у2/-

Так как определитель произведения матриц равен произведению определи­
телей перемножаемых матриц, то

/ / 
*; У; 1̂1 Я12

1
ЛЧ Уі

*2 Уг ^21 ^22 х2 Уг
Умножая обе части последнего равенства на S0 и используя соотношения (***) 
( * * ), получим:

а ' — a-det А.
Таким образом, при линейном преобразовании г ' =  <р (г) все паралле­

лограммы изменяются так, что их ориентированные площади изменяются 
пропорционально; общим коэффициентом пропорциональности является 
определитель преобразования.

Из формулы а' =  adet А видно также следующее: если det А  >  0, то 
преобразование сохраняет ориентации всех пар векторов плоскости а ,  если 
же det А <  0, — меняет па противоположные. Очевидно, что если 
det А ф 0, то линейное преобразование <р невырожденное.
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Пусть теперь линейное преобразование г '  =»Ф(іг) имеет равный нулю опре­

делитель. Из формулы а  =  | уі | S0 следует, что ориентированная площадь

параллелограмма, построенного на векторах е [  —  <f (£х) и е \  =  <р (е% ), равна ну­
лю. Следовательно, векторы е [  и е'2 коллинеарны. Обозначим через а '  прямую, 
на которой лежат эти векторы. Для любого радиус-вектора t  справедливо 
разложение

г =  х хе х - f  х 2 е 2.
Из линейности преобразования тогда следует, что вектор

г' =  х 1е [  + х 2 е'2

лежит на прямой а'. Итак, в случае, когда, det /4 =  0, вся плоскость а  отоб­
ражается в некоторую прямую. Такое линейное преобразование плоскос­
ти называется вырожденным.

Рассмотренные выше факты раскрывают геометрический смысл опреде­
лителя линейного преобразования.

4. Координатное представление линейного преобразования.
В пунктах 2 и 3 настоящего параграфа было рассмотрено центро­
линейное преобразование. В настоящем пункте результаты, по­
лученные в пп. 2 и 3, будут перенесены на общие линейные преобра­
зования.

Итак, пусть
г '  = ф (г)

— линейное преобразование, переводящее радиус-векторы г  £ Ro в 
радиус-векторы r ' ^ R o ’. Пусть g i =  0 'G l и g 2 = 0 'G 2— векторы, 
равные соответственно векторам =  OEt и е 2 =  ОЕ2. Векторы
и е 2 предполагаются неколлинеарными. Таким образом, на плоско­
сти выделяются два базиса e it е 2 и g t, g 2, начала которых нахо­
дятся в точках О и О'. Пусть М  — произвольная точка плоскости. 
Тогда координаты ее относительного базиса e t, е 2 будем обозна­
чать (хи Xj), а относительно базиса g it g 2 — (у,, у ^ .  В соответствии 
с этим радиус-вектор г  — ОМ  имеет координаты {xv х2), а радиус-

вектор г '  =  О 'М  — координаты \у{, y2j.
Пусть е  *= ф (е 4) и « ’ = f  (е ^  — образы базисных векторов 

при преобразовании ф и пусть

<?' =  aHg t - f  a2lg 2,

=  a iz£l “Ь °2ig2

— разложения векторов ел' и е ’ по базису g v g 2. Пусть теперь

г  = { х „  х2] — произвольный вектор и г '  — | у \, y'2j — его образ. 
Тогда

Г' =  y[gi  +  У ^ 2  =  ф (Г) =  Ф ( х ^  +  хге^.

п о



Так как ф — линейное преобразование, то
Ф f o e ,  +  *2е 2) =  ф ^ е , )  +  ф (х2е ^  =

=  дс»ф (е ,) +  *2ф  (е 2) =  +  х2е ' .

Следовательно, 

г '  =  *!«' +  х2е'г =  y 'ffd -y 'fiV
г f

Подставляя в левую часть последнего равенства вместо ех, е2 их 
разложения (*), получим:

г '  =  я , ( а ж  +  a21g-2̂  +  *2 (a12g t - f  a22g 2) =
=  (QjjXj - j-  S’, ”1“ (^ г Л  l~ ^ 22̂ 2) 2’

С другой стороны,

г '  =  У ^ г Ь  У ^ г -

Отсюда

Ух == а іЛ  ~Ь a\txv>
У2 =  QZiX i ~Ь ^22^2’ '

Пусть радиус-век­
тор ОЛТ (рис. 65) в 
базисе еи е2 имеет ко­
ординаты) х[, х’}, а
вектор ОО' =  йле х -f- 
+  d2e v  

Далее,

О М 7 =  б б Г - f ( У М '=  Рис. 65
= 0 0 '  +  ON,

где ON~—  вектор, равный вектору 0 'М '\  вектор ON имеет коорди­
наты {у„ у2}. Поэтому

( * ' =  у \  +  di,
\ x 2 =  y'2 +  d2.

Отсюда координатное представление линейного преобразования 
г '  =  ф (г) в базисе ех, е2 имеет вид:

|  Х^ =  Я іЛ  "Ь  а 12*2 Ч” d lt ^

I *2 =  a2iXl “f" а22Х2 ~b d 2’
Из полученных формул видно, что общее линейное преобразова­

ние складывается из последовательного выполнения центролиней­
ного преобразования
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— ОцХ, “f" а і2Х2>

— агіХі _Ь  ^22^2

и параллельного переноса на вектор ОО' =  d ,e ,- j- r f20 2.
Очевидно, что верно и обратное утверждение: (*) определяет в 

базисе е х и е 2 линейное преобразование совокупности векторов с 
началом в точке О (0, 0) в совокупность векторов с началом в точке 
О' (d u d 2). При этом матрица

получающаяся транспонированием матрицы А координатного пред­
ставления преобразования <р:

представляет собой коэффициенты разложения образов элементов 
базиса е {, е 2 по векторам g t = 0 'G t и g 2= 0 'G 2, равным соответ­
ственно векторам e t и е 2.

Так как при параллельных переносах конгруэнтность фигур 
на евклидовой плоскости сохраняется, то, очевидно, геометриче­
ский смысл определителя общего линейного преобразования ф 
тот же, что и у центролинейного преобразования. Именно,

есть отношение ориентированных площадей параллелограммов о ' и 
а, построенных соответственно на векторах

где г  и s — любые неколлинеарные между собой радиус-векторы с на­
чалом в точке О (см. рис. 66).

— а і Л  +  

* 2 =  +

и
r ,  S,

0
r '= f{ r l '
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Далее, если

а2і а22
то формулы (*) определяют линейное невырожденное преобразова­
ние; если же

4 1  12 =  0,

то те же формулы определяют линейное вырожденное преобразова­
ние.

5. Координатное представление аффинного преобразования.

Т е о р е м а  2. Пусть <р — аффинное преобразование евклидовой 
плоскости и e it е 2— произвольный базис на этой плоскости. Тогда 
координатное представление tp относительно базиса е и е 2 задается 
формулами:

х  =  anx t -f- al7x2 -f- d „

где
*"f* ^22*2 dfy

*11 u12 ф  0.
hi °22

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы непосредственно выте­
кает из результатов, полученных в п. 4. Действительно, аффинное 
преобразование <р в координатах Xi, х 2 относительно базиса е 2 
имеет то же самое координатное представление, что и порождающее 
его линейное невырожденное преобразование радиус-векторов 
г '  — tp (г). А преобразование /*'=<р (г) имеет в базисе е и е г коор­
динатное представление

| х =  atlxt +  аіг*а +  ^і.
=  а гіх і +  a‘t &  +  dz,

причем
a u  а \г  
a 2\ °2 2

Ф  0 .

Теорема доказана.

Имеет место и обратное утверждение.
Т е о р е м а 3. Пусть на *евклидовой плоскости фиксирован не- 

который базис ей  е г и определено преобразование ср, которое каждой 
точке М  ( х 1г х 2)  относит точку М ' ( х {' , х2 ) по правилу

= f l | l * l+ « 1 2 * 2 + rfl,
Xп =  а 21х 1 ~Ь ^22Х2 “1“ d z>
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При этом,
аН Й12 ф О ,  
ац й  22

Тогда ф есть аффинное преобразование.
Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно вытекает из того, что 

преобразование ф порождает линейное невырожденное преобразо­
вание совокупности радиус-векторов с началом в точке О (0, 0) 
на множество радиус-векторов с началом в точке O' (dif d 2)\ по­
следнее утверждение доказано в п. 4 настоящего параграфа.

Таким образом, из теорем 2 и 3 следует, что определение аф­
финного преобразования евклидовой плоскости можно дать в тер­
минах преобразований координат точек относительно фиксирован­
ного базиса в и  е 2.

§ 3. Группа аффинных преобразований

1. Произведение аффинных преобразований. Пусть на евклидо­
вой плоскости а  заданы два аффинных преобразованиями rj. В со­
ответствии с определением, данным в п. 1 § 9 гл. I, произведением 
аффинных преобразований г|э и г) называется преобразованиее §, 
состоящее в последовательном выполнении преобразований г|) и rj.

Фиксируем на плоскости а  некоторый базис е и е 2. Пусть отно­
сительно этого базиса преобразования г]з и т) имеют координатные 
представления:

Тогда преобразование £’=  тц|з в базисе e lt е 2 имеет координат­
ное представление:

hi — /і +  budt -J- bl2d2, h2 =  f2-\-b21dl -\-b 22d2.

Отсюда на основании теоремы 3 § 2 гл. II следует, что преоб­
разование £ =  цг|э есть аффинное преобразование плоскости а.

^ . К  =  С іЛ  +  а д - f  

Х2 “  С21ХІ “Ь  С22*2 +  Һ2,
где
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Итак, справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а  І. Произведение аффинных преобразований есть 

аффинное преобразование.
Так как для произведения любых точечных преобразований чр, rj, 

£ плоскости а  справедлив закон ассоциативности (см. § 9 гл. I), го, в 
частности, этот закон справедлив, когда ч]>, г), £ — аффинные пре­
образования.

2. Обращение аффинного преобразования. Фиксируем некото­
рый базис e it е 2 и пусть относительно него аффинное преобразова­
ние Чр имеет координатное представление

X^ — Яц-^1 -J-  ^12^2 “1“ ^1»

•*2 =  “I-  ^22^2 ~f~ ^2>
причем

a ii a i2

Выражая хи хг через л:',, х '2, получим:

„  ___  а 22 ' I —  а\Ч

Ф 0 .

—  X + = ^ х '  +  һ ,Д 1 1 Л 2 I '1 ’

(*)
v _ — а2\Лл --

где
/і =  — ( a.2.2id l -(- and2),

f2 =  — (я2і^і

Формулы (*) дают правило нахождения по каждой точке М ’( х і , х 2') 
плоскости а  ее прообраза М  (х и х 2) относительно преобразования гр. 
Следовательно, формулы (*) дают координатное представление пре­
образования М7 1. Из теоремы 3 § 2 гл. II тогда вытекает, что i j r 1 

есть аффинное преобразование.
Итак, справедлива
Т е о р е м а  2. Преобразование, обратное к аффинному, суще­

ствует, единственно и является аффинным преобразованием.
3. Группа аффинных преобразований и ее подгруппы.
Т е о р е м а  3. Совокупность аффинных преобразований евкли­

довой плоскости относительно операции умножения образует груп­
пу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, в силу теоремы I 
произведение двух аффинных преобразований есть снова аффинное 
преобразование. Роль единицы играет тождественное преобразова­
ние е, и для каждого аффинного преобразования яр в силу теоремы 2  

есть обратное tp- 1  такое, что ЭДг1 =  е.
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Таким образом, совокупность аффинных преобразований относи­
тельно операции умножения действительно образует группу.

Эту группу, как мы условились выше в § 1, будем обозначать Об. 
В группе Об имеются две важнейшие подгруппы: Л  — подгруппа 
невырожденных центролинейных преобразований и V  — подгруп­
па параллельных переносов.

Другие подгруппы группы 03 будут указаны ниже.
Любой параллельный перенос плоскости а  не меняет расстоя­

ний между точками. Поэтому преобразования подгруппы & не 
меняют метрических соотношений на плоскости. С другой стороны, 
применяя к геометрическим фигурам на плоскости а  преобразова­
ния из подгруппы Jb, мы, как правило, будем изменять метрические 
соотношения между элементами этих фигур. Отсюда ясно, что изу­
чение свойств геометрических фигур, остающихся инвариантными 
(неизменными) при аффинных преобразованиях, прежде всего сво­
дится к исследованию инвариантных свойств геометрических фи­
гур при невырожденных центролинейных преобразованиях.

§ 4. Некоторые свойства аффинных преобразований

Т е о р е м а  1. При аффинном преобразовании прямые перехо­
дят в прямые, при этом параллельные прямые переходят в парал­
лельные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем на плоскости базис, со­
стоящий из двух взаимно перпендикулярных единичных векторов еи 
е2. Тогда координаты точек плоскости относительно этого базиса 
являются декартовыми. Пусть — произвольное аффинное пре­
образование плоскости, имеющее в базисе ви е г координатное пред­
ставление

f х[ =  a ux, -f- апх.г -
\х'2 =  ап хЛ -)- ап х 2  +  flfa,

причем

-*12
а*с

Ф 0.
Л21 w22

Точка плоскости М  (xt , х 2) переводится аффинным преобразова­
нием ф в точку М ' (х%, х 2'). Если точка М  (xj, х 2) пробегает некото­
рую прямую I, то координаты точки М  удовлетворяют уравнению

А*, +  Дд^ +  С  =  0 (Л2 +  б г ^ 0 ) .

Точка М ’ (Xi ,  х 2' ) — образ точки М (хи л:2) при преобразовании ^  
тогда также будет пробегать некоторую прямую Действительно, 
выражая координаты х и х г точки М  через координаты X i t х 2 точ­
ка М'  из формул (*), получим:
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* . = ? * ; +  ~ к + һ .

х, =

і
/1 — д ( «22^1 ~\~ «12^г)>

/а =  («аі^і « 1 1^ 2 ) •

С)

Соотношения ( J ) есть координатное представление обратного 
к if аффинного преобразования i j r1 в базисе е ь е 2.

Так как координаты точки ЛІ (х„ х^ удовлетворяют уравнению
Лх, -j- Вх% С — О,

то координаты М '  (х', х ') удовлетворяют уравнению

Л 'х | +  Я 'х ' +  С ' =  О,

где

Л ' =  1  (Л а22 —  Д ам ), 5 '  =  1  (—  Л я 12 +  f i a j ,

Если бы А '2 -}- В '2 =  0, то однородная система относительно 
чисел Л и В:

(Ла.,„ — Ва.„■*21 — О, 
\Л а13 - f  В ан =  О,

имея определитель

«22 — «21
—  а „  а* 1 2  “ 11

обладала бы лишь нулевым решением Л =  В  =  0. Это невозмож­
но, так как по условию Л2 В 2 Ф 0. Следовательно, уравнение

А'х[ +  В 'х ’2 +  С ' =  0

определяет некоторую прямую Г.
Аффинное преобразование і|з переводит прямую / в прямую 

а обратное к нему аффинное преобразование ф-1 переводит прямую 
І  в прямую I, в чем легко убедиться, подставляя вместо коорди­
нат Хі , х 2' точки М ' в уравнение

А ’х[ -f- Вх'2 -(- С ' =  0

их выражения через координаты х 4, х 2 точки М  из формулы {*).
Так как ф и i j r1 — взаимно однозначные отображения плоско­

сти, то отсюда следует, что образом прямой I при преобразовании 
tp служит вся прямая Г .
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Пусть теперь l t и / 2 — две параллельные прямые. Тогда их 
образы при аффинном преобразовании, очевидно, параллельны. 
В противном случае точке пересечения образов прямых l t и / 2 
должна была бы соответствовать (в силу взаимной однозначности 
аффинного преобразования г|)) общая точка прямых 1х и / 2, что не­
возможно, так как li и / 2 параллельны.

Теорема доказана.
Пусть I — произвольная прямая на плоскости. Д ля трех точек 

А, В, С, лежащих на этой прямой, введем понятие простого отно­
шения (А , В\ С). Под простым отношением {А, В\ С) будем пони­
мать число

[А, В\ С) =  +  ( * )
'  ’ '  -  |В С | v*

где |ЛС| и 1£С| — длины отрезков АС  и ВС; знак плюс в формуле 
(***) берется, если векторы АС  и ВС  совпадают по направлению, 
и знак минус, если эти векторы направлены в противоположные 
стороны.

Точки Л и В в указанном отношении называются основными, а 
точка С — делящей. Простое отношение (А, В\ С) трех точек А , В, С 
часто записывают так:

<Л' В : С > =  І ’ ______
понимая под АС  и ВС  проекции векторов АС  и ВС  на ось /, которая 
получается из прямой /, если на последней выбрано определенное 
направление. Легко видеть, что простое отношение трех точек
А, В, С не изменится, если направление оси I заменить противопо­
ложным.

Если делящая точка С лежит внутри отрезка А В , то простое 
отношение (Л, В; С) отрицательно; если же точка С лежит вне от­
резка А В , то число (Л, В; С) положительно. Если делящ ая точка С 
пробегает монотонно прямую I в направлении от точки Л к точке В, 
то простое отношение сначала монотонно убывает от + 1  до — оо, 
затем терпит разрыв, когда С совпадает с точкой В, и при пере­
мещении точки С за точкой В монотонно убывает от + о о  до + 1 .  
Графически это изображено на рис. 67. Заметим, что точке Л 
отвечает (Л, В\ А) =  0, а точке В — (А, В\ В) =  ± о о .

«-/ > О О < О * СХЗ > I * 1

Рнс. 67

Легко видеть, что если точки Л и В фиксированы, то положение 
точки С на прямой I полностью определяется числом

X =  (Л, В; С).



Поэтому число %с может быть 
принято за координату точки С на 
прямой /.

Т е о р е м а  2. П ри аффинном 
преобразовании простое отношение 
трех точек, лежащих на любой 
прямой, не изменяется.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так 
как при параллельных переносах 
простое отношение трех точек, 
расположенных на любой прямой, 
не меняется, то достаточно устано- Рис. 68
вить справедливость теоремы лишь 
для центроаффинных преобразований.

Итак, пусть
г '  =  <р (г)

— произвольное центроаффинное преобразование радиус-векторов, 
начало которых находится в некоторой точке О.

Рассмотрим сначала случай, когда точки А , В , С лежат на пря­
мой I, проходящей через точку О (см. рис. 68). Пусть линейное 
преобразование ср переводит прямую I в прямую I ' , а точки А , В ,С  — 
соответственно в точки Л ', В ', С '. Обозначим через е  и е х единич­
ные векторы на прямых I и Г (см. рис. 68). Если е ' — образ векто­
ра е, то е ' лежит на прямой I' и потому

е ' = (д<?„

где (л Ф 0 — некоторое число. Так как при аффинном преобразова­
нии прямые переходят в прямые, то точки А ', В ', С' лежат на пря­
мой Г и имеют место соотношения:

М  =  <р (Т Щ
ОВ' =  <Р (ОВ),
ОС' =  ф (ОС).

Пусть а , р, ү — проекции векторов ОА, ОБ, ОС на ось I, ко­
торая получается из прямой /, если на I фиксировать направление, 
соответствующее орту е. Тогда

О А =  ае ,
ОВ =  ре,
ОС =  уе.

Отсюда
АС  =  ОС — О А =  (у — а) е,
ВС  =  ОС — ОВ =  (Ү — р) <?.
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Следовательно, проекции векторов АС, ВС на ось I  таковы:
АС =  V — а ,
ВС =  V — р.

Аналогично
А ' С  =  [і (ү — а),
В ' С  =  ц ( ү  — Р )

— проекции векторов А ' С ,  В ' С  на ось Г .  Последняя ось получа­
ется из прямой I' , если направление на ней такое же, как и у 
вектора е \

Отсюда
м , п , .  А ' С  М Ү -« ) _ у - а _ А С  R . ~( А ,  - ү _ р - в с  ~ ( А ,  В ,  С).

Теорема доказана для точек, расположенных на прямых, прохо­
дящих через точку О. Пусть теперь т  — прямая, не проходящая

через точку О. Проведем через 
точку О прямую /, параллельную 
т. Через точки А , В , С прямой т 
проведем прямые р , q, г, парал­
лельные между собой (см. рис. 
69). Точки пересечения прямых 
р, q, г с прямой I обозначим А и 
В  „  С,.

Очевидно,

(А, В ; С) = АС _  А ^  
ВС ~  B fi i

(A t B t; С,).

Центроаффинное преобразо­
вание ф переводит параллель­
ные прямые в параллельные, 
поэтому если А ', В ', С ;  А / ,
В, ' ,  С ,' — образы точек А , В,  С; 
A i, В и Cj относительно этого 
преобразования, то прямые т ' и 
Г параллельны, прямая Г  про­
ходит через точку О, и, наконец, 
прямые A ' A t '; В 'ВХ С С ,' па­
раллельны (см. рис. 70). Поэто­
му (А' ,  В'; C ' ) = ( A tf , B t'; Су)  =  
(Л1( Су) =  (А, В; С). Теоре- 
ма полностью доказана.
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Т е о р е м а  1. Существует одно и только одно аффинное пре­
образование, которое три точки О, А, В, не лежащие на одной пря­
мой, переводит в три произвольные точки О', А ',  В ', также не ле­
жащие на одной прямой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем на плоскости базис, со­
стоящий из векторов

еу =  ОА, е 2 =  OB'.

Тогда координаты точек О, А, В  таковы:

0(0 ,0), Л (1,0), В (0,1).

Обозначим через (£„ £2), (alt а 2), (р4, Р2) координаты точек О', А ', В ' 
относительно базиса е и е 2.

Предположим, что существует аффинное преобразование, пере­
водящее точку О в О', А в А ' и В в В '. Обозначим через

I х ( =  а^х, -j- апх2 -f- d if . .

j X2 == «21̂ *1 ~I”  ^23^2 ! d 2

координатное представление этого преобразования в базисе е ,, е г. 
Подставляя в формулы (*) координаты точек О, А , В\ О', А ', В ', 
получим:

£, =  d2 
«и -f- dt, а2 =  a2l -[- d2.

Pi =  al2- j- d{, p2 =  a22 -f- dt .
Отсюда

a ,i  — Si> a i2 - - Pt d ,  =
«21 “  ^2 ^2» «22 =  P2 2̂* ^2 ~  2̂*

Преобразование плоскости, заданное относительно базиса е и е г 
соотношениями

Г х[ =  ( a 4 —  I , )  * t - 1- (Pi —  i , )  Xj - f  g„
\ х ’2 =  (а„ -  | 2) х, +  (Р, -  У  х, + 1.2,

как нетрудно видеть, переводит точку О (0, 0) в точку О' ( | ь  1 2). 
точку А  (1, 0) — в точку А ' (а ь а 2) и точку В (0,1) — в точку В'
(Р,, р 2). Формулы (*), как мы знаем, определяют либо линейное не­
вырожденное, либо линейное вырожденное преобразование сово­
купности радиус-векторов с началом в точке О (0, 0) во множество 
радиус-векторов с началом в точке О' (li, | 2). Во втором случае 
формулы (*) отображают всю плоскость в одну прямую. Так как 
векторы О А ' и О’В ’ неколлинеарны, то преобразование векторов,

§ 5. Основные теоремы теории аффинных преобразований
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порождаемое формулами (*), линейное невырожденное и потому

Ф 0.P i — Et
Pa S2

Таким образом, согласно теореме 3 § 2 гл. II преобразование (*), 
переводящее точку О в точку О', точку А в точку А ' и точку В  в 
точку В ',  есть аффинное преобразование.

Легко видеть, что всякое аффинное преобразование
x t =  -f- bi2x2 -f- һіг
X2 =  M l  +  V 2 +  A2.

переводящее точки О, А , В  соответственно в точки 0 ’, А ',  В ',  та­
ково, что

Ьц =  ctj | lt bi2 =  /і£ =  Ij,
2̂1 =  ®2 ^2> 2̂2 =  Рг S2i ̂ 2 =  S2*

Поэтому существует одно и только одно аффинное преобразование, 
которое переводит любую наперед заданную тройку точек О, А , В, 
не лежащих на одной прямой, соответственно в точки О', А ',  В ', 
которые также взяты произвольными и не лежат на одной прямой. 

Теорема доказана.
С л е д с т в и е .  Пусть на плоскости введены координаты с по­

мощью произвольного базиса е и е г. Пусть, далее, 0 ' (-, ,  £2) , А ' 
( а и а2) ,В ' ($и р 2)  — три точки, не лежащие на одной прямой. Тогда

P i - S i
Р2 S2 Ф 0.

Действительно, рассмотрим аффинное преобразование, переводящее 
точки (0, 0), (1, 0), (0, 1) соответственно в точки О ', А ', В '.  Выше 
это преобразование было задано в координатном представлении от­
носительно базиса е и е 2 (см. доказательство теоремы 1 настоящего 
параграфа). Это представление имело вид:

x i  ~  (a i ' Si) x i  (Pi Si) х 2  ~Ь Si» у * ч
Х 3 — (а 2 —  S2) X l (Р2 —  S2) х 2 4~ S2-

Так как соотношения ( J ) задают аффинное преобразование, то

a i Si Pi Si

а 2 S2 Р2 S2
Ф 0.

Следствие доказано.
Т е о р е м а  2. Для  того чтобы взаимно однозначное отображе­

ние г|5 плоскости на себя было аффинным, необходимо и достаточно, 
чтобы оно переводило прямые в прямые.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия этой теоремы 
есть простое следствие теоремы 1 § 4 гл. II.
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Перейдем к доказательству достаточности условия теоремы. 
Пусть г|>— взаимно однозначное отображение плоскости на себя, 
при котором прямые переходят в прямые. Отметим прежде всего 
два важных свойства преобразования ор.

а) Преобразование гр переводит параллельные прямые в парал­
лельные.

б) Преобразование г|) сохраняет простое отношение трех точек 
одной прямой.

Утверждение а) есть непосредственное следствие взаимной одно­
значности отображения г|>. Действительно, если прямые І  и т' — 
образы параллельных прямых I я т  — пересекаются, то сами па­
раллельные прямые / и т  имеют общую точку, что невозможно.

Доказательство утверждения б) значительно сложнее, чем до­
казательство свойства а). Поэтому мы поместим его после доказа­
тельства теоремы 2.

Итак, будем считать, что преобразование гр обладает свойства­
ми а) и б).

Пусть О, А , В  — точки, не лежащие на одной прямой, тогда они 
переходят в три точки О', А ', В ', также не лежащие на одной пря­
мой. На плоскости выберем базис, состоящий из векторов

е, =  ОА, 
е2 =  ОВ,

и пусть точка М (х и х г) преобразованием переводится в точку 
М ' (ху , х 2') (координаты точек М  и М'  берутся в базисе e it е 2). 
Тогда Xi и х 2 есть функции чисел x t и х 2:

|  x i — fi (*i> *г)>
|  = 12(Хц Л'г)1

Д ля координат точек О', А ' , В'  примем следующие обозначения:
0 ' ( d  1,

(ап -f- d{, a2l -f- d j ,
В ' (al2- \ -d v «22 +  ^2).

Тогда имею т место соотнош ения:
ft (0,0) =  cft ; / 2 (0, 0) =  rf2:

/1  (1. 0 ) = « n  +  di; Ғг0> ° ) =  «21 +  ^2’
/ і ( О, 1 ) = a 12 +  d 1; / 2 (0, 1 ) = a 22+ d 2.

Прямая ОА преобразованием ip переводится в прямую О'А' ,  
при этом простое отношение трех точек на прямой О А равно просто­
му отношению образов этих точек на прямой О 'Л '.

Пусть М  (x lt 0) — произвольная точка прямой О А и М '  (х^,  х г’)
— соответствующая ей точка на прямой О 'Л '. Тогда

(О, Л; М ) =  (O', Л '; М').
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Но

[О, А\ М)  =

так как

ОА — 1, ОМ =  х и A M  =  х,  — 1.
Далее,

О'М’ Уг (*х.О) — Уг (0.0)
О 'Л Г -О 'Л ' М * г, 0 ) - Ы 1 , 0)

Поэтому

tl (X1|0) — °11 — *1 1
Отсюда

fi (*i,°) “ « іЛ  +  di-

Совершенно аналогично получаем:

/г  (*ь 0) =  «21  *i +  <*2;
/і (0, х 2) =  а 12х 2 +  й й  / 2 (0, х 2) =  а 22х 2 +  d 2.

Пусть теперь М (xt , х 2) — произвольная точка плоскости и
ЛГ ( х / ,  х 2 )—  ее образ. Через точку М  проведем прямые /4 и /2,
соответственно параллельные прямым ОВ и ОА (см. рис. 71). П ря­
мая Іі пересекает ОА в точке M t(xь  0), а прямая /2 пересекает ОВ

в точке М 2 (0, х 2). Так как преобразование гр переводит параллель­
ные прямые в параллельные, то четырехугольник О ' М / М Ш /  есть 
параллелограмм. Через O', М / ,  М ' , М 2 , как обычно, обозначе­
ны соответственно образы точек 0 , M lt М,  М 2. Поэтому

ом- =  ОО' - f  0 'Л Г =  ОО' +  0 'М \  +  М[М'  =  ОМ[ - f  0'М '2 =

о

Рис. 71

оуи; +  о м 'г —  о о \
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Следовательно,
х[ =  f t {Ху, Хг) =  fy {Ху, 0) +  fy (О, Хг) —  fy (0,0) =

=  аіУХі +  °12*2 ~Ь dy,
x't =  f2(Xy, *2) = f z {xv °) +  / a(0, x2) — / 2 (0, 0) =

=  a 2lx t -f~ «22^2 ~1~~ d2-

Таким образом, координатное представление преобразования ф 
дается формулами:

Г х[ =  аууХу 4 -  al2x2 +  d2, 
i Xj =  a21Xj -)“ «22̂ 2 ”f" d2,

причем
йуу a i2 (а и -(- dy) — dy (fli2 +  dy) — dy

«21 «22 (a2i -j- d2) — d2 ^«22 “t-  d%) d2

так как точки O ', Л ' ,  В ' не лежат на одной прямой (см, следствие 
к теореме 1 § 5 гл. II).

Отсюда следует, что ^  есть аффинное преобразование.

Приведем теперь доказательство утверждения б). Оно основывается на 
двух леммах.

Л е м м а  1. Если г|) есть преобразование плоскости, переводящее прямые 
в прямые, то середина любого отрезка АВ переходит в середину отрезка А'В'. 
где А' и В' — образы точек А и В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольный параллелограмм АМВУ- 
для которого отрезок АВ является диагональю. Вторая диагональ MN  этого 
параллелограмма пересекает отрезок АВ в его середине — точке О. Так как 
преобразование ф переводит параллельные прямые в параллельные (см. свой­
ство а)), то параллелограмм A MBS  отображением \|з преобразуется в некоторый 
параллелограмм А 'M ’B 'N ',  у которого двумя противоположными вершинами 
будут точки А'  и В ' ; точка пересечения диагоналей О параллелограмма AM ВЫ 
перейдет в точку пересечения диагоналей параллелограмма A 'B 'M 'N ' ,  т. е. в 
середину отрезка А ’ В' (рис. 72).

Лемма 1 доказана.

Рис. 72

Л е м м а  2. Пусть ф — преобразование плоскости, переводящее прямые 
в прямые. Пусть, далее, преобразование ip переводит точки А и В соответ­
ственно в точки А ' и В '. Тогда 1): переводит внутренние точки отрезка АВ 
во внутренние точки отрезка А 'В '.



М А  =  AN

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оче­
видно, достаточно показать, что 
точки прямой АВ,  внешние по 
отношению к отрезку АВ,  пере­
ходят в точки прямой А 'В ' ,  внеш­
ние по отношению к отрезку 
А 'В ' .

Пусть С — точка прямой А В , 
лежащая вне отрезка А В , причем 
точка В лежит между С и  А. 
Тогда

АС
(А, В; С) =  — =  Я >  1.

Через точки А и В проведем пря­
мые т и р, параллельные между 
собой (см. рис. 73); на этих пря­
мых отложим по обе стороны от 
прямой АВ  пары равных отрезков

РВ  =  BQ.

Из элементарной геометрии известно, что точка D пересечения боковых сто­
рон трапеции M NQP  и точка Е пересечения диагоналей той же трапеции ле­
жат на прямой АВ, которая проходит через середины оснований трапеции.

Докажем, что, если точка С лежит вне отрезка АВ  и только в этом слу­
чае, отношение длин отрезков AM  и ВР:

\АМ  \ _
I ВР\

можно подобрать так, чтобы С была серединой отрезка DE.
Действительно, из подобия треугольников AM D  и BPD, А М Е  и BQE  

вытекает, что

отсюда

аналогично

отсюда

\АМ\
! ВР |

\А Р | _  
\А В | к.

\АМ  I

I AD\ AD I
I BD I

AD\ z

IAD\ - I  А В I 

ft

ft =
A E I

ft — 1

\AE \

AB ]

\ QBI \EB\

\AE  I
I AB\ f t - f l "  

Пусть С j — середина отрезка DE, тогда

\ACl \ =  - ^ ( М Я | - Н Л £ | ) = Д

AE\

\ A B \ - \ A E \  

ft
ft +  1 

ft
2 \ k — \ 1 ft 4- 1

I АВ I.

\A B \ =
ft2

ft2 — 1
\AB  I.

Так как
ft2

j  I  >  1 ,  t o  Cj лежит вне отрезка DE, причем точка В лежит 
между Ct и А. Для числа

(<4, В; С) =  Х >  1,
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которое однозначно определяет на прямой А В  точку С, можно подобрать 
число k  так, чтобы соблюдалось равенство

Для этого достаточно положить

При выбранном нами k точки и С совпадут. В дальнейшем будем считать, 
что отношение отрезков

Под действием преобразования ф параллельные прямые т и р ,  прохо­
дящие через точки А и В, переходят в параллельные прямые т.' и р ' , прохо­
дящие соответственно через точки А ' и В '. Далее, точки М и N прямой т 
и точки Р и Q прямой р переходят в точки М ' и N' прямой т' и точки Р ', 
Q' прямой р' такие, что А' есть середина М 'N' и В ' — середина Р' Q' (это 
выхекает из леммы 1). Прямые МР  и N Q, М Q и NP  переходят в прямые 
АГР' и N Q!, ЛГ Q' и N 'P ']  таким образом, точки D и Е преобразованием 
ф переводятся в точки пересечения боковых сторон и диагоналей трапеции, 
изображенной на рис. 74. Середина С отрезка DE  переходит в середину С'

отрезка D 'E '. Так как середина отрезка, соединяющего точку пересечения 
продолжения боковых сторон и точку пересечения ее диагоналей, всегда ле­
жит вне отрезка с концами в серединах оснований трапеции, то внешняя по 
отношению к отрезку А В точка С будет иметь своим образом точку С ', кото­
рая лежит вне отрезка АВ.

Лемма доказана.
Перейдем теперь к доказательству утверждения б). Пусть на 

прямой I даны три точки А, В, С. Докажем, что если е — едини­
ца измерения отрезков и отрезки АС и ВС  таковы, что

D '

N '
Рис. 74

е е
А С = т  • 2п » В С  =  р  • *

где т, р, к, п  — натуральные числа, то
(Л \ В'-, С') =  (Л, В\ С),
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где А В ' ,  С'  — образы точек А, В , С. Из теоремы 2 § 11 гл. I 
вытекает, что если от единицы измерения длин с помощью масшта­
ба е перейти к новой единице измерения с помощью отрезка е',  то 
отношение длин двух произвольных отрезков а и b не изменится. 
Поэтому простое отношение трех точек не зависит от того, с по­
мощью какой масштабной единицы проводится измерение длин от­
резков.

Д ля длин отрезков АВ  и ВС  справедливы формулы: 

H C I - - J - ,  | в с | = - § .
Поэтому

| АС \ т
(А, В; С ) = ±  ± =  — 2 п\

внак в формуле выбирается в зависимости от того, лежит ли С 
внутри отрезка АВ  или вне его. В первом случае, как мы помним, 
берется знак минус, а во втором — знак плюс.

е
Если АС—отрезок прямой АВ,  конгруэнтный отрезку т~— , и

А'С' —его образ на прямой А' В' ,  то из лемм 1 и 2 следует, что 
точка С' лежит внутри или вне отрезка А 'В ' в зависимости от то­
го, лежит ли точка С внутри или вне отрезка АВ. Поэтому знак 
простого отношения (Л', В'-, С') совпадает со знаком (Л, В ; С). 
Далее, если на прямой А 'В ' в качестве единицы масштаба выбрать 
отрезок е', то

Л 'С 'е т . - ^ г ;  В'С ' == р  .
Поэтому

(А’, В' \  С ') =  ± “  2*-'!.
Следовательно,

(А', В'-, С ')—(Л, В\ С), 
и утверждение б) для двоичных отрезков доказано. Для общего 
случая доказательство осуществляется с помощью предельного 
перехода, так же как это было сделано в § 11 гл. I при доказа­
тельствах теорем о свойствах длины отрезка.

Из установленных в этом параграфе теорем вытекают важные 
следствия:

1. Аффинное преобразование плоскости можно определить как 
п р е о б р а зо в а н и е  п л о ск о ст и , п ер е в о д я щ е е  п р я м ы е  в п р я м ы е . Э т о  о п р е ­
деление наиболее геометрично и о нем прежде всего шла речь в § 1 
г*. I I , когда вводилось понятие аффинного преобразования.

Однако более простой и наглядный способ изучения аффинных 
гоеобразований — тот, который изложен в этой главе. Прэтому 
мы и придерживались его.

2. С каждой тройкой точек О, А , В, не лежащих на одной пря­
мой, связывается базис, состоящий из векторов е х— ОА, е г =  ОВ.
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Из теоремы 1 вытекает, что аффинное преобразование однозначно 
определяется, если известно, в какой б а з и с е / ,  е 2 переводится дан­
ный базис е и е 2; при этом любой базис е й  е 2 аффинным преобразо­
ванием может быть переведен в любой наперед заданный базис
в і ,  е 2'-

' Отсюда следует, что с точки зрения аффинных преобразований 
все базисы равноправны. Поэтому при аффинных преобразованиях 
не сохраняются длины отрезков и углы между прямыми.

§ 6. Аффинная геометрия

1. Предмет аффинной геометрии. Свойства геометрических фи­
гур, инвариантные относительно всех аффинных преобразований 
плоскости, называются аффинными. Отдел геометрии, изучающий 
эти свойства, называется аффинной геометрией. Так как совокуп­
ность аффинных преобразований на плоскости образует группу, то 
аффинную геометрию можно определить также как теорию ин­
вариантов группы аффинных преобразований.

К понятиям аффинной геометрии, очевидно, относятся понятия 
точки, прямой, треугольника. Понятие окружности уже не являет­
ся аффинным. Далее, свойство прямых быть параллельными являет­
ся аффинным, а свойство быть перпендикулярными — аффинным 
не является. К числу аффинных понятий относится простое отно­
шение трех точек на прямой, отношение площадей параллелограм­
мов и, вообще, отношение площадей любых геометрических фигур. 
Отсюда следует, что аффинными являются понятия середины отрез­
ка, медианы треугольника, точки пересечения медиан, равновели­
ких фигур, так как 
эти понятия сводятся 
к указанным выше аф­
финным понятиям.

Далее, понятие цен­
тра симметрии некото­
рой фигуры (см. рис.
75) определяется че­
рез понятие середины 
отрезка и потому яв­
ляется аффинным. По­
нятие же оси симмет­
рии основано на 
перпендикулярности 
прямых и потому аф­
финным не является 
(см. рис. 76). Понятие 
треугольника,очевид­
но, является аффин­
ным. Но свойство тре- Рис. 76
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угольника быть равнобедренным или прямоугольным уже не 
является аффинным. Более того, в аффинной геометрии 
понятие треугольника нельзя расщепить на какие-нибудь более 
частные понятия, т. е. нельзя выделить какие-либо специальные 
классы треугольников. Действительно, в силу теоремы 1 § 5 каж ­
дый треугольник может быть переведен аффинным преобразовани­
ем в любой другой треугольник.

Д ве фигуры будем называть аффинно эквивалентными, если 
одну из них можно перевести в другую аффинным преобразованием. 
Так как совокупность аффинных преобразований образует группу, 
то отсюда легко следует, что отношение аффинной эквивалентности 
обладает свойствами рефлексивности, симметрии и транзитивности. 
Поэтому все фигуры на плоскости распадаются на попарно непере- 
секающиеся классы аффинно эквивалентных фигур, которые мы 
будем называть аффинными классами. Очевидно, каждый аффинный 
класс определяется однозначно указанием какой-нибудь фигуры, 
принадлежащей этому классу.

Так как все треугольники аффинно эквивалентны, то они при­
надлежат все одному аффинному классу и, следовательно, аффинно 
неразличимы.

В евклидовой геометрии роль аффинных классов играют классы 
конгруэнтных фигур (см. § 10 гл. I). В евклидовой геометрии 
совокупность треугольников разбивается на бесконечное мно­
жество различных классов конгруэнтных- треугольников. К аж ­
дый такой класс определяется, например, заданием сторон тре­
угольника.

Рассмотрим вопрос об аффинной классификации четырехуголь­
ников. Отметим прежде всего, что свойство четырехугольника быть 
параллелограммом является аффинным, поскольку при аффинных 
преобразованиях параллельные прямые переходят в параллельные. 
С другой стороны, все параллелограммы аффинно эквивалентны 
между собой. Действительно, для того чтобы аффинно преобразо­
вать параллелограмм ABCD  в параллелограмм А ' В ' C'D' ,  доста­
точно аффинно преобразовать треугольник ABD  в треугольник 
A ' B ' D ' , что всегда возможно в силу теоремы 1 § 5. Таким образом, 
совокупность . параллелограммов образует аффинный класс и, 
стало быть, никакие частные виды параллелограммов, как напри­
мер ромб, квадрат или прямоугольник, в аффинной геометрии не 
существуют.

Отметим без доказательства, что совокупность всех четырех­
угольников распадается на бесконечное множество аффинных клас­
сов. Д ля того чтобы выделить какой-нибудь из аффинных классов 
четырехугольников, достаточно фиксировать простые отношения

Я,! =  (А,  С; М)  и Л2 =  (В,  £>; М),  

которые для четырехугольника ABCD  (рис. 77) указывают, в ка­

130



D

к-ом отношении точка пересече­
ния М  диагоналей АС  и BD  
делит эти диагонали.

Рассмотрим теперь, какой 
аффинный класс фигур опреде­
ляет окружность. Пусть Қ  — 
окружность радиуса R  с центром 
в точке О. Выберем на плоскос­
ти базис из двух взаимно перпен­
дикулярных единичных векто­
ров e it е 2, имеющих начало в 
точке О. Так как аффинные ко­
ординаты точек плоскости отно­
сительно базиса е и е 2 одновременно являются и декартовыми, то 
уравнение окружности Қ  имеет вид:

х\ х \ —  R 2 =  0.

Пусть гр—- произвольное аффинное преобразование плоскости, име­
ющее относительно базиса в \, е 2 координатное представление

Рис. 77

x'j =  а пХу - f  я 12х2 +  dt, 

Х% — « г Л  ""Ь «22*2 ^ 2,
А = «11 «12 

« 2 1  « 2 2
ф о . (*)

Окружность К  аффинным преобразованием ф переводится в кри­
вую, имеющую уравнение

Ф(*;, х2) =  А 'Х1 +  2В ’х[ х2 +  С '^ 2+  D'x[ +  E'x'2 -j- Ғ ' =  0,

где

(х 1 , х г )  Д 2  ^  ° І 2  (х2 +  ^ г ) ) 2 +  ( —  « 2 1  ( * Н *

+  ^і) +  «и (х'2 +  <У)2] — R 2 

*1 “  [«22*1 а \2Х2 « 22^1 « 12*41 "^>

*2 =  I— a2ix[ +  апх'2 — a2idy - f  an d2] JL
д

есть обращение формул (*). Как уже отмечалось в § 3, соотношения

^22 ' 1̂2 / j 1 г j 1= —  х, —  х г +  -  [fla d j —  a 12d2],

----- ^  ^  Хг +  1-  a i2d i +  « і А ]

представляют собой координатное представление преобразования 
t j r 1, обратного к ip в базисе в\ ,  е 2- Образ окружности К  при аффинном
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преобразовании \|> представляет собой кривую второго порядка. 
Так как

А'С -  В'2 =  (а222 +  а\х) (а]2 +  а])  -  

( « 2 2 « 1 2  а 2 ій 1 і ) 2 =  « I I  « 2 2  “ Ь  « 1 2  « 2 1  "

2 а 1,а 12о 21а 22 — «11«12
«21«22

> 0 ,

то кривая К'  — образ кривой Қ  — представляет собой эллипс.
Аналогично устанавливается, что образ эллипса при любом 

аффинном преобразовании снова есть эллипс. Далее, пусть К\  и 
К 2 — два эллипса (рис. 78). Обозначим через О,  и 0 2 центры сим­
метрии этих эллипсов, а через A t и B it А 2 и В 2 вершины их больцюй 
и малой осей. Очевидно, что если аффинное преобразование i|> тре­
угольник О1Л 1В 1 переводит в треугольник 0 2А 2В 2 и при этом

0 2 =  гр(04), А 2 =  оКЛ), В2 =  ^(В ^,
то эллипс Ki  переводится аффинным преобразованием ф в эллипс 
Қ 2. Отсюда, благодаря теореме I § 5, получаем, что любые два 
эллипса могут быть совмещены друг с другом аффинным преобра­
зованием.

Таким образом, окружность определяет аффинный класс, состоя­
щий из всех эллипсов. С точки зрения аффинной геометрии, окруж­
ность и эллипс неразличимы.

В евклидовой геометрии класс конгруэнтных между собой эллип­
сов определяется заданием большой оси и эксцентриситета. Отсюда 
ясно, что аффинный класс, включающий в себя все эллипсы, при 
переходе к евклидовой геометрии распадается на бесконечное мно­
жество классов конгруэнтных эллипсов в зависимости от размера 
большой оси эллипса и величины его эксцентриситета.

Аналогичными рассуждениями можно показать, что все гипер­
болы объединяются в один аффинный класс, который может быть 
задан произвольной гиперболой, а все параболы — в один аффин­
ный класс, который может быть задан произвольной параболой.

2. Об аксиоматическом построении аффинной геометрии. До сих
пор мы рассматривали аффинные преобразования точек евклидовой
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плоскости. Основные объекты евклидовой геометрии на плоскости 
(точки и прямые) остаются инвариантными при аффинных преобра­
зованиях и, следовательно, принадлежат аффинной геометрии. Из 
свойств аффинных преобразований, которые были изучены в §§ 1—5, 
вытекает, что при аффинных преобразованиях сохраняются отно­
шения принадлежности между точками и прямыми, отношение по­
рядка между точками любой прямой и, наконец, отношение парал­
лельности прямых. Далее, как нетрудно проследить, все утвержде­
ния, заключенные в аксиомах связи, порядка, непрерывности и 
параллельности для евклидовой геометрии, относятся к аффинной 
геометрии, и только отношение конгруэнтности вместе с аксиомами 
конгруэнтности уже не являются объектами аффинной геометрии.

Это естественно приводит к построению аксиоматики аффинной 
геометрии. Ниже мы в кратких чертах намечаем аксиоматическое 
построение аффинной геометрии.

А) Аксиомы аффинной геометрии состоят из четырех групп:

1. Аксиомы связи.
2. Аксиомы порядка.
3. Аксиомы параллельности.
4. Аксиомы непрерывности.
Ниже приводится полный список этих аксиом для случая аф­

финной геометрии на плоскости.

1. А к с и о м ы  с в я з и
1.1. Через любые две различные точки Л и В проходит одна и только од­

на прямая.
1.2. На каждой прямой существуют по крайней мере две точки.
1.3. Существуют по крайней мере три точки, не лежащие на одной пря­

мой.

2. А к с и о м ы  п о р я д к а
2.1. Если точка С лежит между точками Л и В, то Л, В, С — различные 

точки одной прямой и С лежит также между В и Л.
2.2. Каковы бы ни были точки Л и В, на прямой А В  существует по край­

ней мере одна точка С такая, что В лежит между Л и С.
2.3. Среди любых трех точек прямой существует не более одной, лежа­

щей между двумя другими.
2.4. ( А к с и о м а  П а ш а . )  Пусть А,  В ,  С — три точки, не лежащие 

на одной прямой, и а — некоторая прямая, не проходящая через точки Л, В, 
С. Тогда если прямая а проходит через внутреннюю точку отрезка А В ,  то 
она проходит также либо через внутреннюю точку отрезка АС,  либо через 
внутреннюю точку отрезка ВС.

3. А к с и о м ы  п а р а л л е л ь н о с т и

3.1. (А к с и о м а Е в к л и д а . )  Через точку Л, не принадлежащую 
прямой а, проходит одна и только одна прямая а' ,  параллельная прямой а. 
(Прямые а и а' называются п а р а л л е л ь н ы м и ,  если они не имеют об­
щих точек.)

3.2. ( А к с и о м а  Д е з а р г а.) Если прямые А А '  и ВВ'  параллель­
ны прямой СС',  прямая А В  параллельна прямой А ' В ’, а прямая ВС — пря-
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fy 1 мой В'С' (рис. 79), то прямая АС
параллельна прямой А 'С '.

4. А к с и о м а  н е п р е ­
р ы в н о с т и

4.1. ( П р и н ц и п  Д е д е ­
к и н д а . )  На основании аксиом 
связи и порядка, как было пока­
зано в § 5 гл. I, на произвольной 
прямой а вводится отношение 
предшествования.

Пусть точки прямой а разби­
ты на два непустых класса К г и 

Рис. 79 /Сг и при том так, что любая точка
первого класса предшествует лю­

бой точке второго класса и каждая точка прямой попадает в один и только 
один класс; тогда либо в первом классе есть точка А о, следующая за всеми точ­
ками этого класса и предшествующая всем точкам второго класса, либо во 
втором классе есть точка А о, обладающая тем же свойством.

Про точку Ло говорят, что'она производит с е ч е н и е  точек прямой.
Утверждение аксиомы Дезарга в евклидовой геометрии является не­

сложной теоремой. Оно устанавливается с помощью признаков конгруэнт­
ности треугольников. Однако без привлечения аксиом конгруэнтности это 
утверждение доказано быть не может. Поэтому в аффинной’ геометрии на 
плоскости его принимают как аксиому.

Аксиома Дезарга, как мы увидим ниже, играет при построении аффин­
ной геометрии примерно такую же роль, какую в евклидовой геометрии иг­
рают признаки конгруэнтности треугольников.

Б) Вектор в аффинной геометрии опре­
деляется так же, как и в евклидовой; 
именно вектором А В  называется направ­
ленный отрезок А В , у которого точка А 
называется началом, а точка В — концом. 
Векторы А В  и CD называются равными, 
если четырехугольник ABDC  является па­
раллелограммом, т. е. если прямые А В  и 
CD, АС  и BD  соответственно параллельны. 
Векторы А В  и CD, лежащие на одной пря­
мой а, называются равными, если сущест­
вует третий вектор EF, не лежащий на 
прямой а, равный каждому из векторов 
АВ  и CD (рис. 80).

Согласно приведенному определению ра­
венства векторов имеем, что если

АВ =  Ш5,
~АВ Ф DC.

то

Из определения равенства векторов легко вытекает, что это 
отношение равенства обладает свойствами рефлексивности, сим­
метрии и транзитивности. Последнее утверждение есть непосред­
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ственное следствие аксиомы Д езарга в 
применении к треугольникам АС Е  и 
BDF  (рис. 81).

С помощью равных векторов легко 
строится понятие умножения вектора 
на натуральное число т. Именно если 
г  =  А0А і  — данный вектор, то под 
вектором т г  понимают вектор Л0Лт , 
получающийся последовательным при­
ложением векторов Л0Л Ь Л И  2, ... ,
Лт _! А т, равных между собой и лежа­
щих на одной прямой Л 0Л і (рис. 82).
Вектор В А,  получающийся из вектора Л В  переменой роли начала 
и конца, называется вектором, противоположным вектору АВ, 
и обозначается так:

В А  =  — АВ.
Нулевым вектором называется вектор, у которого начало и конец 
совпадают. Такие векторы отождествляют с точками. По определе­
нию все нулевые векторы равны между собой.

А0 А, А2 А3 Аи

Рис. 82

Пусть теперь г  — произвольный вектор. Тогда, используя поня­
тия умножения вектора на натуральное число, противоположного 
вектора и нулевого вектора, получаем правило умножения вектора г  
на произвольное целое число п:

In r , если п >  О,
нулевому вектору, если п — О,

— | п | г , если п <  0.

Введем теперь понятие суммы векторов. Пусть А В  и CD — два
произвольных вектора. Рассмотрим векторы ОЕ и OF, исходящие

из одной точки О и равные соответ­
ственно векторам А В  и CD (см. 
рис. 83). Пусть OEGF— паралле­
лограмм, построенный на векто­
рах ОЕ и OF. Вектор OG называет­
ся суммой векторов А В  и CD. 
Используя определение равенства 
векторов и аксиому Дезарга, 

легко установить, что определе­
ние суммы векторов не зависит 

Рис. 83 от выбора начала векторов ОЕ и OF.135



Разностью векторов А В  и CD, естественно, называют сумму
векторов АВ  и — CD.

В) Д алее, используя определение равенства векторов и аксиому 
Д езарга, устанавливается, что каждый вектор можно разделить по­
полам. Другими словами, для всякого вектора г  существует вектор 
г 1 такой, что

2г і  =  г .

После этого для каждого отрезка А В  можно определить его сере­
дину _  точку С. Именно С — такая внутренняя точка отрезка 
А В , что

~АС =  С Ғ
и

2АС = А В .

Далее, основываясь на принципе Дедекинда, мы можем, фикси­
ровав на каждой прямой некоторый масштабный отрезок, точно 
так же, как это было сделано в § 11 гл. I, решить задачу об изме­
рении длин отрезков на каждой прямой. Напомним, что принцип 
Дедекинда эквивалентен аксиомам Архимеда и Кантора лишь при 
условии, что для отрезков, лежащих на одной прямой, введено по­
нятие конгруэнтности. Это обстоятельство весьма существенно, 
так как все построения § 11 опирались непосредственно на аксиомы 
Архимеда и Кантора. Д ля отрезков А В  и CD,  лежащих на одной 
прямой или параллельных прямых, понятие конгруэнтности вво­
дится так: отрезки АВ  и CD называются конгруэнтными:

А В  =  CD,

если векторы А В  и CD равны или противоположны. Отметим, что 
отношение конгруэнтности отрезков можно ввести только для 
отрезков, лежащих на одной прямой или на параллельных прямых. 
Д ля  отрезков, лежащих на пересекающихся прямых, такое отноше­
ние ввести нельзя — в этом состоит принципиальное отличие аф­
финной геометрии от евклидовой.

Д ля отрезков, лежащих на параллельных прямых, выберем еди­
ный масштабный отрезок. Тогда для этих отрезков определена дли­
на I (а), т. е. функция отрезка а, удовлетворяющая условиям:

1) / (а) >  0 для любого отрезка а,
2) I (а) =  I (b), если отрезки а и b конгруэнтны,
3 ) I (а +  Ь) =  I (а) +  I (Ь).

Сумма отрезков а н b строится следующим образом: на фиксиро­
ванной прямой из данного семейства параллельных прямых строим 
отрезок АВ,  конгруэнтный а, а затем отрезок ВС, конгруэнтный Ь, 
причем точка В  лежит между Л и С; отрезок АС  и принимается 
за сумму отрезков а и Ь.

136



Г) Длиной вектора А В  называется число \АВ\,  равное длине 
отрезка АВ.

После этого умножение вектора на любое вещественное число оп­
ределяется так: пусть А В  — произвольный ненулевой вектор, 
а А, — любое вещественное число, тогда под вектором X - А В  по­
нимаем вектор АС  такой, что длина вектора АС  равна длине АВ, 
умноженной на число X, и точка С лежит с В по одну или по разные 
стороны от А, если соответственно X >  0 или X < ; 0. Если X =  0, 
то АС  есть нулевой вектор.

Операции сложения векторов и умножения вектора на число, 
как легко проверить, удовлетворяют обычным законам векторной 
алгебры:

о, -J- b — b —|- а, л  —(- 0 =  а , 
a  -f- (b с) =  (a -j- b) -J- с , 

a  -j- (— а) —0,
X (ct — {?) =  Хи —|— xb , (X —|— j 1)а  =  Ха ~|— [их.

Базисом называется любая пара векторов e t , е 2, имеющих общее 
начало — точку О и неколлинеарных между собой. (Так же, как 
и в евклидовой геометрии, векторы неколлинеарны, если они не 
лежат на параллельных прямых. Нулевой вектор всегда считается 
коллинеарным любому вектору. Поэтому элементы базиса — всегда 
ненулевые векторы.)

Имеет место следующая о с н о в н а я  т е о р е м а :
Всякий вектор г  единственным образом разлагается в сумму

Г =  Х і в і  +  Х г в г ,
векторы Х\£ 1 и х 2е  2 называются компонентами вектора г  относи­
тельно базиса е и е 2, а числа Xi и х 2— проекциями вектора г  на 
векторы e t и е 2■__

Вектор г  =  ОМ, имеющий начало в точке О (рис. 84), называет­
ся радиус-вектором. Проекции радиус-вектора называются его коор­
динатами и для радиус-векторов применяем запись:

г = Ш = \ х Л, х2}.
С каждой точкой М  аффинной 

плоскости после выбора базиса е и е 2 
с началом в точке О взаимно однознач­
но связан радиус-вектор

г  =  ОМ.
Координаты x it х г этого радиус- 

вектора принимаются за координаты 
точки М , что записываем, как обычно: 
М {хи х 2).

После того как введены координа- 
Рис. 84 ты точек, легко доказывается,
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что проекции любого вектора на векторы базиса равны разностям 
соответствующих координат конца и начала вектора.

Вслед за этим определяем линейные преобразования радиус-век­
торов, аффинные преобразования точек плоскости и строим всю 
теорию, развитую в §§ 1—5 гл. II.

Поскольку все утверждения аксиом аффинной геометрии инвари­
антны относительно группы аффинных преобразований, то мы и 
приходим к тому, что аффинная геометрия есть теория инвари~ 
антов аффинной группы преобразований.

§ 7. Ортогональные преобразования. Евклидова геометрия

К ак было выяснено в § 6, аффинная геометрия представляет со­
бой теорию инвариантов группы аффинных преобразований Об. 
Переход от аффинной геометрии к евклидовой, основанный на тео­
ретико-групповых построениях, сводится к выделению внутри Об 
такой ее собственной подгруппы Н, что преобразования из Н  ос­
тавляют инвариантной некоторую числовую функцию пары векто­
ров. Преобразования, входящие в Н, обычно называются ортого­
нальными, а упомянутая выше функция — скалярным произведени­
ем векторов.

Таким образом, ортогональные преобразования, которые в евкли­
довой геометрии будут играть роль движений, представляют собой 
аффинные преобразования плоскости, подчиненные дополнитель­
ному условию: они сохраняют неизменной некоторую числовую ве­
личину — скалярное произведение. Как мы увидим, скалярное 
произведение не является инвариантом всей группы Об . Приступим 
к соответствующим построениям.

Фиксируем на плоскости базис из неколлинеарных векторов 
Си е 2, имеющих начало в точке О. В дальнейшем через г  =  ОМ бу­
дем обозначать радиус-векторы с началом в точке О и концом в точ­
ке М . Координаты точки М  и радиус-вектора г =  ОМ одинаковы. 
Ниже применяются обозначения, которые были уже использованы 
в главе II:

г  =  ОМ =  хіві  +  х 2е 2, г =  \х и х2}\ М (хи х 2).

Числовую функцию пары векторов г ,  s  мы будем называть с к а л я р ­
н ы м  п р о и з в е д е н и е м  и обозначать (г, s), если она удовлетворяет 
следующим условиям.

1. (г, s) =  (s, г) (условие симметрии).
2. (Хг, s) =  X (г,  s), где X—произвольное вещественное число.
3. (г, +  г2, 8) =  (г„ s) +  ( г г, s).
4. Скалярное произведение вектора с самим собой неотрицатель­

но-. (г , г ) >  0, и обращается в нуль, лишь если г  есть нулевой вектор.
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Из симметрии скалярного произведения и свойств 2 и 3 вытекает, 
что скалярное произведение обладает еще следующими свойствами: 

(г, Xs) =  (is, г) =  Я (s, г) =  Я (г, s),
где Я, — произвольное вещественное число и

(Г, S1 +  S2) =  (г, s j  +  (r, s2).
Пусть г  =  Xjtfj -f- *2^2  и 5 — Уіе і +  у2е 2—разложения векторов 

г  и s  по базису бц е2. Тогда, используя свойства скалярного 
произведения, получим:

(г, s) =  (Хув, +  х.ге .г, у ^  +  у2е 2) =  л^у, (е„ e j  - f  
~Ь *іУг (^і» в-і) х2у { (e.it е,) -j- х.гу.1 (в2, е2).

Положим
«и =  (^і> ®і)« « 2 1  =  (^a> ^i)>
«12 =  ( î> ^а)> «22 =  (̂ 2> ®г)*

Отсюда для скалярного произведения имеем следующую формулу: 
( г ,  S) =  а п х іУі +  а і2 Х і у 2 +  а 2і * 2у і  +  а 22* 2у 2- 

Выражение
ф (г , s) =  ОцХіУ! +  Оіг^іу2 +  а 2іХ2у і +  а 22х 2у 2,

стоящее в правой части последней формулы, принято называть 
билинейной формой, порожденной векторами г ,  S. Билинейная форма 
вполне определена, если задана матрица ее коэффициентов

А  =  ( й Ч  1̂2̂
\«21 «22/•

Таким образом, относительно данного базиса e lt е 2 скалярное 
произведение выражается с помощью билинейной формы:

(г, s ) =  а д  у  у +  а12х1у 2 +  a2lx2 y t +  а22х2у2.
Матрица

А  = 1̂2̂
\ «21 « 22 '

н а з ы в а е т с я  м а т р и ц е й 'б и л и н е й н о й  ф о р м ы  Ф ( г ,  S ).
Поскольку

«12 =  (&1> ®а)| «21 =  (̂ 2> ®l)«
то в силу симметрии скалярного произведения имеем, что

«12 ~  «21-
Матрица

А  = ( а н  а*а'\
\^21 «22/

и соответственно билинейная форма
Ф =  ацХ  іуі +  а і2х іу 2 +  а 2іл:2у і +  а 22х 2у 2,
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построенная по этой матрице, для которой

« 1 2  — « 21 .

называются симметричными.
Таким образом, скалярное произведение всегда задается билиней­

ной симметричной формой.
Пусть Ф (г ,  s)—  билинейная симметричная форма. Выражение, 

которое получается изФ , если положить r  =  s, называется квадра­
тичной формой, порожденной вектором г .  Относительно базиса 
е 2 квадратичная форма имеет вид

Ф (г, г) =  а п х I2 +  2ai2x ,x 2 +  « 22*2

и представляет собой однородный полином второй степени относи­
тельно координат вектора г .

Квадратичная форма называется положительно определенной, 
если

Ф (г ,г) =  ан х] -f- 2ап х {хг -f- а2гх \ >  О

и Ф (г, г) =  0, лишь если г —нулевой вектор.
Пусть г  = [x lt х2}— ненулевой вектор и пусть для определенности 

х2 ф  0 . Тогда

ф  (г, г ) = х 2 (ап Q 2 +  2а12 J  +  с 22

Отсюда следует, что необходимым и достаточным условием по­
ложительной определенности квадратичной формы

Ф (г, г) =  апхI -f- 2а12х 1х2 +  а.1гх \

являются неравенства

ап >  0, ana.i2 — а212 >  0.

Так как скалярное произведение вектора г  самого на себя есть 
квадратичная форма

Ф (г, г) == аих  1 - f  2апхіх.г - f  а22х
то условие 4, фигурирующее в определении скалярного произведе­
ния, означает, что квадратичная форма

Ф (г, г) =  апхі +  2а1гх1хг - f  а21х\

положительно определенная.
Итак, в произвольном базисее,, е 2 скалярное произведение пред­

ставляет собой билинейную симметричную форму, а соответствую­
щая ей квадратичная форма положительно определенная.

Обратно, пусть матрица
а„ аА  =  | н =  с,
а21 а%
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задает симметричную билинейную форму
Ф (г, s) =  апх,у, +  ai2x tу2 +  аих2уу - f  апх2уг, 

для которой квадратичная форма
Ф (г, г) =  аих  1 +  2a12JCjXa +  а22*1 

положительно определенная. Тогда непосредственной проверкой 
легко убедиться, что

Ф (г , s) =  Ф (s, г),
Ф (Хг,  s) =  Х Ф (г, s),

Ф ( r t+  r 2, S) =  ф  (г у, S) +  Ф ( r „  S), 
и, следовательно, формула

(г, S) =  Ф (Г, S) 
действительно определяет скалярное произведение.

Таким образом, приходим к следующей теореме.
Т е о р е м а  1. Скалярное произведение относительно произволь­

ного базиса е и е 2 всегда задается симметричной билинейной формой
Ф  (г, s) — аихіУі апУ\Уг ° 2Л У і ~Н агіхгУі (ач =  ап)> 

для которой квадратичная форма
Ф (г, г) =  апх\ -+- 2апх ухі +  а2гх \

является положительно определенной.
Обратно: всякая билинейная симметричная форма

Ф ( г ,  s) =  аууХуУу +  апХуу2 +  а^хгуу +  а,1гх{у2, 
для которой построенная по ней квадратичная форма Ф(г, г) 
является положительно определенной, представляет собой скалярное 
произведение.

Выше скалярное произведение было определено для радиус- 
векторов, исходящих из некоторой произвольно фиксированной 
точки О на плоскости. Не представляет труда распространить по­
нятие скалярного произведения на любые векторы. Именно пусть 
г  =  А В  и s== CD  — два произвольных вектора на плоскости и 
пусть г i =  ОМ и $ 1 =  ON — радиус-векторы, соответственно рав­
ные г  и S .  Тогда положим

г  у =  Хуву —|~ х2с^,
Sy =  УуСу~\~ Уч&2-

Если и | 2, г)і и т)2 — соответственно проекции г и s  на век­
торы ву и е 2, то

=  Ху, £2 =  х2,
% =  Уі, Ла =  У-г

Поэтому полагаем
(Г, 8) =  +  «ігІіЛг +  а 2уЪъЧу +  0 » ^ т)2.

Тогда
( г ,  s) =  (ry,sy),
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и, стало быть, скалярное произведение для любых векторов г, s 
плоскости относительно базиса е и е 2 представляет собой билиней­
ную симметричную форму относительно проекций векторов г, s 
на базисные векторы е , и е 2. При этом квадратичная форма, по­
строенная по билинейной, положительно определенная.

Длиной вектора г  будем называть число

\ г \ = У { г ,  г).
Естественно желать, чтобы угол между векторами, длина вектора 
и скалярное произведение были связаны обычным соотношением: 
скалярное произведение векторов равно произведению их длин на 
косинус угла между ними. Поэтому мы приходим к следующему 
определению угла ср между векторами г  и s:

Ф =  arc cos •r ’ ,
lr| |s|

т. e. полагаем

cos ф =  —- r’ - .
M l s l

Векторы г  и s называются ортогональными, если угол между 
ними равен , или, что то же,

(г, s) =  0.
Для того чтобы приведенное выше определение угла между 

векторами г  и «было корректным, необходимо установить, что для 
любых векторов г  и s  справедливы неравенства

— I <  -Л И Л — <  I,
I г | I S I

или, что то же самое,

s)2 <  1.I Г I21 S I
Это неравенство обычно называют неравенством Қоиіи — Буня- 

ковского.
Пусть X — произвольное вещественное число, а г  и s — два 

произвольных вектора. Тогда по аксиоме 4 скалярного произведе­
ния имеем:

(г — Xs, г  —  Xs) >  0,
т. е. для любого X

X2 (s, s) —  21 (г, s) (г, г) >  0.
Так как квадратный относительно X трехчлен 

X2 (s, s) — 2Х (г, s) - f  (г, г) 
принимает только неотрицательные значения, то он не может иметь 
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различных действительных корней, и, следовательно, его дискри­
минант неположителен:

(г, s)2 — (г, г) (s, s) <  0.

Отсюда и вытекает, что
(г, s)2 <  (г, г)  • (s, s).

Таким образом, для любых векторов г  и s имеем
( г ,  S)2 j

IГ |2 | S I2 ""
Итак, пусть на аффинной плоскости введено скалярное произ­

ведение (г, s). Тогда для всех векторов г  определена длина \г\ и 
определен угол между двумя любыми векторами.

Аффинное преобразование г[; аффинной плоскости назовем орто­
гональным, если оно не меняет скалярного произведения между 
векторами, т. е. для любых векторов г  =  АВ u s — CD и их обра­
зов

г '  =  WW, s' =  C D 7
справедливо равенство

(г', s') =  (г, s).

Очевидно, что всякое ортогональное преобразование не меняет 
длин векторов и углов между ними.

Совокупность ортогональных преобразований образует подгруп­
пу Н группы аффинных преобразований плоскости. Для доказа­
тельства этого факта достаточно проверить справедливость следую­
щих утверждений:

а) произведение двух ортогональных преобразований есть орто­
гональное преобразование,

б) преобразование, обратное к ортогональному, есть ортогональ­
ное преобразование.

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  а). Пусть £ — 
аффинное преобразование, представляющее собой произведение двух 
ортогон альн ы х п р ео б р азо ван и й  <р и ф . Пусть, далее, г и s — два 
произвольных вектора. Тогда

(г, s) =  | г  11 s | cos (r? s ).
Положим

г '  =  Ф (Г), S' =  Ф (S).

Так как ф — ортогональное преобразование, то

| г ' |  =  \ г \ ,  | а ' |  =  1*1.

и угол между векторами г '  и s' равен углу между векторами г  и s.
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Так как

г"  =  £ (г) =  тН'Ф (г)) =  о)) (/*'),
S "  =  Г (s) =  гр (ф  (S )) =  гр ( S ') ,

а гр — ортогональное преобразование, то
г"  | =  I г '  I =  1 г  |, 
s"\ =  /«'I = |s|,

и угол между Еекторами г"  и $" равен углу между векторами г  и 
s . Поэтому

( г " ,  s") =  \ r "  11 s" ! COS (г'\У), = , г  , I S ; cos (г,Л«)= (r, s).
Утверждение а) доказано.
Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  б). Пусть гр — 

ортогональное преобразование. Так как гр — аффинное преобразо­
вание, то оно имеет обратное гр-1. Пусть гр-1 переводит два произ­
вольных вектора г и s в векторы г ' и s '.  Тогда, используя ортогональ­
ность гр, имеем:

\г'\ =  И ,  | s ' |  =  И ,
и угол между векторами г  и «равен углу между г' и s ’. Аффинное 
преобразование гр-1 переводит г в  г ' ,$  в і ' ,  и так как

(,г ', s') =  (г, s),

а векторы г и  s  выбраны произвольными, то гр-1 есть ортогональное 
преобразование.

Итак, совокупность ортогональных преобразований образует 
группу. Очевидно, Н  есть собственная подгруппа ОС . Найдем те­
перь координатное представление ортогонального преобразования.

Так как аффинным преобразованием произвольно заданный базис 
можно перевести в любой другой, то на аффинной плоскости все ба­
зисы равноправны. После того как на аффинной плоскости введено 
скалярное произведение и выделена группа ортогональных преобразо­
ваний, все базисы разделяются на попарно непересекающиеся клас­
сы. В каждый такой класс входят базисы, у которых соответствен­
но равны длины векторов и углы между ними. Другими словами, ба­
зисы е и 02 и бі , е 2 относительно ортогональных преобразований 
входят в один класс тогда и только тогда, когда

,e i\ =  1Ы І̂ 2І =  Іе 2І> ( е ^ е ^ = (е >,е^.
Поэтому представляется целесообразным выделить так называе­

мые ортонормированные базисы. Базис, состоящий из векторов еи ег, 
называется ортонормированным, если векторы е, и е2 ортогональны 
и длины их равны единице. Базисные векторы ві и е 2 ортонорми- 
рованного базиса называются ортами.
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Т е о р е м а  2. Ортонормированные базисы существуют. 
Действительно, пусть е {, е 2— произвольный базис. Длина век­

тора е , равна У (e lt е х) >  0. Положим

1
S i

V(ev ех)
тогда

I t f i l - -

и, следовательно, 

Рассмотрим вектор

V (ev e t)

lg j  =  I-

V(e i. et) 
V(ev eL)

g2 =  e t +  Xgit

где X—некоторое вещественное число. Подберем I  так, чтобы

(gv ед =  о,
т. е.

( « ! + * # ! .  ffi) = 0 .
Отсюда

ь = - - ^ 7  =  - (е 2,

Обозначим через Ig^l Длину вектора Векторы g t и g 2 =  

=  — - g^, очевидно, образуют ортонормированный базис.
Ы
Теорема доказана.
Из определения ортогонального преоб­

разования вытекает, что такое преобразо­
вание всегда ортонормированный базис 
переводит в ортонормированный.

Т е о р е м а  3. Если аффинное преобразо­
вание гр переводит некоторый ортонорми­
рованный базис е и е 2 в ортонормированный 
базис е/ ,  е./, то гр есть ортогональное 
преобразование.

Д  о к а з а т е л ь с т в о. Пусть г  — 
=  А В  и s — CD — два произвольных век­
тора и г '  =  А 'В ' , s ' — C 'D ' — их образы 
при преобразовании $  (рис. 85).
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Пусть

Г  = l , e t - f  І ге г, * = П іе і + Ч А
— разложения векторов г , s  по базису e lt е ІУ а

г '  =  l\e[ + t 2e 2,

s ' =  \ е \ +  rk e >
— разложения г ',  s ' по базису е [ ,  е'0.

Так как векторы е , не.,, е ‘ и е ' образуют ортонормированные ба­
зисы, то

Si =  (f*> î)i >̂ г)> Лі =  (®> і̂)і Лг =
1[ =  ( г ’ , e l ) , |'2= (г', е ’2); rj' = (s',e;), rj' =

Поскольку скалярное произведение векторов равно произведению 
длин векторов на косинус угла между ними, то

=  \r\ cos фр £2 — \r\ cos ф2; т], =  |s| cos 9lf г\г =  \s\ cos Ө2;

l[  =  \r'\ cos ф[, I '  =  1 г ’ I соэф'; ii; = |s '|  cos 0J, r\2 =  |s'j cos Ө';

Ф, = ^  (r, ef), ф2 = (r, e2); Ө, = ^  (s, e,), Ө2 = ^  (s, e2);
Ф,' = 4 f ( r ' ,  e \ ) , %  = -4 (r 't e'2)\ Ө,' = ^  (s ' ,  e\), ө; = ^  (s ' , *?;).
Отсюда вытекает, что проекции вектора г  на оси О х у ,  О х2, для 

которых векторы е ь е 2суть орты, равны произведению длины век­
тора г  на косинус угла между вектором и соответствующей осью. 
Поэтому если R  =  О М  —  радиус-вектор точки М  с координата­
ми І і ,  £2 относительно базиса e lt е 2, то

R  =  4 -
Поэтому аффинные координаты точки М  относительно ортонорми- 
роваиного базиса являются декартовыми. Аналогично если rji, 
t]2 — координаты точки N относительно базиса e it е 2, то в силу 
ортонормированности этого базиса числа rji, т]2 есть декартовы ко­
ординаты точки N.

Пусть концы ортов e v е.2; е\, е находятся в точках E it £2, 
Е\, а Му и М 2, М; и М 2— соответственно проекции точки М  на 
осп Ox , и Ох 2 и точки М ' — ее образа—на оси 0'х[ и 0'х'2.

Тогда
1у=(Му, Еу, О), 12 =  (Мг, Л2; О);
Ъ[=(М ‘у,Е\-, О'), % = ( М О').

Поскольку при аффинном преобразовании простое отношение трех 
точек сохраняется, a ip есть аффинное преобразование, то

Si =  Sj. Һ =  S2.
Лі =  ЛІ. 'һ =  ГІ2.
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В декартовой системе координат проекция вектора на коорди­
натную ось равна разности координат конца и начала вектора. 
Поэтому

Находим скалярное произведение векторов А В  и C D , исполь­
зуя их разложения по ортонормированному базису ву , е 2‘-

Аналогично находим скалярное произведение векторов А 'В 7 
и C D 1 через их разложения по ортонормированному базису в у , е г‘і

Так как векторы г =  А В  и s  =  CD  были взяты произволь­
но, то преобразование гр есть ортогональное.

Теорема доказана.
Т е о р е м а  4. В о всяком орт онормированном базисе e it e z 

координат ное предст авление орт огонального преобразования имеет 
вид:

|  х ' =  X, cos ф — х 2 sin ф -j- d it j х[ =  Ху cos ф -f- * 2 sin Ф -j- dy,
j x2=  Xy sin ф -}- дг2 со5ф  d2, \x '2 -= Xy sin ф —  x2 cos ф -f- d.2. M

Обратно, всякое аффинное преобразование гр, кот орое в орт онорми­
рованном базисе ву, е 2 задает ся ф орм улам и ( * ) ,  являет ся ортого­
нальным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть гр — ортогональное преобра­
зование и в у ,  е %— произвольный ортонормированный базис. Так 
как ф — аф ф инное п р ео б р азо ван и е , то в базисе е х, е г оно имеет ко­
ординатное представление

Как было показано в § 3 гл. II, элементы базиса ву =  ОЕ, н 
е 2 =  ОЕ2 переходят в векторы е[ =  0 'Е[  и е ’2 =  0 'Е ’2, причем для 
радиус-векторов точек О', Е[, Е ’2 справедливы разложения:

0 0 '  =  d xe у -)- d ze 2,

0Е[ =  (аи -j- djey-j- (azi d2) е г, ОЕ2 = (a l2 dy) е х -)- (аг2 -j- d2) е 2.

(АВ, CD) = | 1т]1 і 2т]2.

(А 'В ', C 'D ')= g ;r ,;+ 6 'л'.
Отсюда

(АВ, CD) =  (А 'В ', C 'D ').
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Так как

то векторы е[ и е'2 относительно базиса ev ег имеют разлож ения:

в | =  "I-  «21̂ 2» ^2 =  «12^1 «22̂ 2*
Отсюда

« 11  =  « >  e t) =  le lll^ lc o sZ  (e[, e t) =  \е[\ cos Z  (е[, e t),
« 2 1 =  (&\> ^г) =  1 ®j| Z  (0 (, 62)'
«12 =  (^2’ =  I ®“jl ^  (®2*

, «22 =  (е 2« е г) =  I 02І cos Z  (в ', е 2).
Так как гр—ортогональное преобразование, то

и векторы е \  и е'2 ортогональны. Если мы обозначим через сругол 
меж ду векторами е х и е[, то

Z  (е[, =  j  —  ф; Z (в ', <?t) =  |  +  ф; Z  (в ', е2) =  ф,

если пары векторов 0 4, и е[, е'2 ориентированы одинаково 
(см. § 2  гл. II), и

Z  (е'и e j  =  Ф —  f ; ^  (e'v  =  ф —  ^ ; z  (е ;, е 2) =  я  —  ф,

е если пары векторов е 1% 
е2 и е[, е'2 ориентированы 
противоположно (см. рис. 
8 6  и 87).

О
е,

Поэтому из формул (*) 
следует, что

Рис. 86 аи =  cos ф, al2 =  sin ф,
а.г1 — sin ф, аг2 =  cos ф,

если пары е и е2 и е[, е'2 
ориентированы одинаково,

О

0 ' ан — cos ф, а, 2 =  sin ф,
а21 =  sin ф, а22 =  —  cos ф,

если пары e it е2 и e'v е' 
ориентированы противопо­
ложно.Рис. 87
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Обратное утверждение с помощью теоремы 3 сводится к про­
верке следующего факта: пусть е / ,  е 2 — образы векторов e t и 
£ 2 при отображении гр, которое задано формулами:

( х\ =  х х cos ф — х 2 sin ф -{- d it
|  х '  =  X j  s i n  ф  - ) -  ^ 2 c o s  Ф  +  d2

или
j  x[ =  cos Ф * 2 sin Ф -f- d lt 
I x'2 =  Xj sin ф —  л:2 cos ф -j- d2,

тогда векторы e[ и e ' образуют ортонормированный базис.

В первом случае векторы е[ и е 2 имеют разложения;

е  [ =  cos ф 0 J +  sin ф е 2, 
е'2 = —  sin ф е,-\-  cos ф е 2.

Отсюда

=  V^cos2 ф -{- sin2 ф = 1 ,
\в'2\ =  K sin 2 ф -f- COS2 ф = 1 ,

(е е 2') = — cos ф sin ф - |-  sin ф cos ф =  0.

Таким образом, векторы е х и е 2 действительно образуют ортонор­
мированный базис. Аналогично устанавливается, что и во втором 
случае векторы е /  и е2'т а к ж е  образуют ортонормированный базис. 

Теорема доказана.
В § 15 гл. I было выяснено, что преобразование, имеющее в 

ортонормированном базисе координатное представление
I х[ =  Xi cos ф — х2 sin ф -f- d u 
j х'2 — хх sin ф -f- x 2 cos ф -j- d2,

сводится к вращению евклидовой плоскости на угол ф и параллель­
ному переносу на вектор d  =  [du d z). Если же координатное пред­
ставление рассматриваемого преобразования имеет вид:

I х\ =  Xi cos ф -f- х2 sin ф -j- dlt 
j x 2 =  Xi sin ф — x2 cos ф -j- d2,

то это преобразование есть произведение вращения на угол ф 
параллельного переноса на вектор d  = |d i ,  d 2\ и отражения от пря­
мой. В обоих случаях речь идет о движениях евклидовой плоско­
сти, которые были изучены в § 15 гл. I. Из теоремы 4 и проведен­
ных только что рассмотрений вытекает, что группа ортогональных 
преобразований Я  изоморфна группе движений евклидовой плос­
кости. Отсюда и вытекает основная теорема о связи аффинной и ев­
клидовой геометрий.
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Т е о р е м а  5. Пусть Об — группа аффинных преобразований 
евклидовой плоскости и Н  — ее подгруппа, состоящая из ортого­
нальных преобразований.

Теория инвариантов группы ортогональных преобразований Н 
составляет евклидову геометрию, а теория инвариантов группы 
аффинных преобразований составляет аффинную геометрию.

Так как подгруппа Н не совпадает со всей группой 06, то лю­
бой инвариант группы 06 есть инвариант группы Н, но существу­
ют инварианты подгруппы Н, не являющиеся инвариантами груп­
пы 06.

Напомним, что речь о конкретных инвариантах групп 06 и Н 
шла в § 6, 7 гл. II, куда мы и отсылаем читателя.

§ 8 К вопросу об аксиоматике аффинной и евклидовой
геометрий

В этом параграфе будет дана аксиоматика аффинной и евкли­
довой геометрий, основанная на свойствах линейных операций над 
математическими объектами.

Множество R элементов х, у, z произвольной природы называ­
ется а ф ф и н н ы м  ( л и н е й н ы м )  п р о с т р а н с т в о м , если:

а) каждым двум элементам х и у поставлен в соответствие эле­
мент г, называемый с у м м о й  э л е м е н т о в  х и у, сумма элемен­
тов обозначается через х +  у;

б) каждому элементу х и каждому вещественному числу X постав­
лен в соответствие элемент Хх, называемый произведением чис­
ла X на элемент х.

Эти операции должны удовлетворять следующим требованиям-.
I. а) х +  у  =  у +  х.

б) (х  +  у) +  z =  х +  (у +  z).
в) Существует элемент 0 такой, что х +  Ө =  х для любого х. 

Элемент Ө называется н у л е в ы м  элементом.
г) Д ля каждого х существует элемент, обозначаемый через —х, 

такой, что

х  +  (—х) =  0.

II. а) 1 • х  =  х.
6} а  (Рх) =  (оф) х.

III. a) (а +  Р) х =  ах -f- fix.
б) а (х +  у) =  ах +  а у.

Точно так же, как и в приведенных выше системах аксиом ев­
клидовой и аффинной геометрий, элементы, а также операции 
сложения и умножения их на вещественные числа никакого кон­
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кретного смысла не имеют. Поэтому всякий раз, когда мы встре­
чаемся с операциями, удовлетворяющими перечисленным выше тре­
бованиям, мы вправе считать их операциями сложения и умноже­
ния на числа, а совокупность элементов, для которых эти опера­
ции установлены, — аффинным (линейным) пространством.

Элементы аффинного пространства будем называть векторами.
Пусть R  — аффинное пространство. Векторы х, у, ..., v назы­

ваются линейно зависимыми, если существуют числа а, (5, ц , 
не все одновременно равные нулю, такие, что

аде +  Ру ... +  \iv  =  Ө.

Векторы, не являющиеся линейно зависимыми, называются линей­
но независимыми. Другими словами, векторы х, у, ..., v линейно 
независимы, если равенство

ах  +  $у +  ... +  ри =  Ө

возможно лишь при а  =  р =  ... =  р. =  0.
С помощью понятия линейной зависимости строится важное 

понятие размерности аффинного пространства.
Аффинное пространство R называется п-мерным, если в нем 

существует п линейно независимых векторов и нет большего числа 
линейно независимых векторов.

Двумерное аффинное пространство называется аффинной плос­
костью.

Как было показано в § 6, из аксиом аффинной планиметрии 
можно вывести понятие вектора, сложение векторов и умножение 
их на вещественные числа. При этом все аксиомы аффинного (ли­
нейного) пространства относительно операций над векторами бу­
дут выполненными. Таким образом, аффинная плоскость в смысле 
аксиоматики § 6 есть двумерное аффинное пространство.

Можно доказать (на этом мы останавливаться не будем), что 
всякое двумерное аффинное пространство есть аффинная плоскость 
в смысле аксиоматики § 6.

Перейдем теперь к аксиоматике евклидова пространства.
Б удем  го во р и ть , что в аф ф инном  п р о стр ан стве  R  определено 

скалярное произведение, если каждой паре векторов х , у £  R  постав­
лено в соответствие вещественное число, которое мы обозначим 
через (х, у), причем указанное соответствие обладает следующими 
свойствами.

1. (х, у) =  (у, х) для всех векторов х  и у  (симметрия скаляр­
ного произведения).

2. (Хх, у) =  Я {х, у) для всех чисел Я и всех х, у £  R .
3.

(х, +  х г, у) =  {xlt у) +  (Хг, у)

Д Л Я  любых Х и  Х 2, y ( z R •

151



4. Скалярное произведение вектора самого на себя неотрица­
тельно:

(х, х) >  О
и обращается в нуль, лишь если х  =  0.

Аффинное пространство, в котором определено скалярное про­
изведение, удовлетворяющее свойствам 1—4, называется евкли­
довым пространством.

Если исходить из аксиоматики евклидовой геометрии, данной 
в §§ 4, 5, 7, 11, 15 гл. I, то на евклидовой плоскости можно ввести 
понятие векторов и линейных операций над ними, а также понятие 
скалярного произведения векторов, благодаря чему евклидова пло­
скость есть двумерное евклидово пространство в смысле определе­
ния, данного в настоящем параграфе.

В § 7 было показано, что, отправляясь от аксиоматики дву­
мерного евклидова пространства, связанного с введением скаляр­
ного произведения в аффинном пространстве, мы приходим к поня­
тию евклидовой плоскости, базирующейся на аксиоматике §§ 4 ,5 , 
7, 11, 15 гл. I.

В настоящее время во многих разделах современной математики 
находят постоянное применение понятия аффинного и евклидова 
пространств. При этом в подавляющем большинстве случаев ис­
пользуется аксиоматика этих пространств, приведенная в настоя­
щем параграфе. Это объясняется в первую очередь ее компакт­
ностью и удобством проверки в приложениях.



Г Л А В А  III. ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

В начале X IX  века параллельно с активным развитием осно­
ваний геометрии возникла и стала успешно развиваться новая ветвь 
геометрии — проективная геометрия. Источником ее явились пот­
ребности архитектуры и графики. Первое время проективная геомет­
рия имела довольно ограниченную сферу приложений. Постепен­
но были замечены и прослежены глубокие связи между проектив­
ной геометрией и вопросами обоснования элементарной геометрии, 
что привело к тесному объединению обоих отделов геометрии в кон­
це X IX  века. Результатом этого объединения было построение в 
рамках проективной геометрии глубокой теории, которая включила 
в единую схему геометрии Евклида и Лобачевского.

Создание проективной геометрии связано с работой известного 
французского геометра П о н с е л е (1788— 1867) «Трактат о 
проективных свойствах фигур», в которой впервые в качестве само­
стоятельного объекта исследования выделены геометрические свой­
ства фигур, не изменяющиеся при центральном проектировании. 
Важную роль в развитии проективной геометрии сыграли работы 
М. Ш а л я  (1793— 1880), Я. Ш т е й н е р а  (1769— 1863) и 
X. Ш т а у д т а  (1798— 1867).

§ 1. Центральная проекция
В этом параграф е о п и сы вается  подробно оп ред елен и е и свойства 

центральной проекции, которые на протяжении всего последующего 
изложения играют существенную роль.

В евклидовом пространстве рассмотрим две пересекающиеся 
плоскости а и р .  Пусть I — прямая, по которой пересекаются плос­
кости а и р ,  и S — точка в пространстве, не принадлежащая плос­
костям а  и р. Проведем прямую S M  через точку S и точку М , ле­
жащую на плоскости а. Обозначим через М ' точку пересечения 
прямой SM  с плоскостью р (см. рис. 88). Соответствие, относящее 
точке М  плоскости а  точку М ' плоскости р, называется централь­
ной проекцией, или центральным проектированием из точки S . 
Ясно, что центральное проектирование определено для любой па-
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ры плоскостей а  и р, не 
проходящих через точку 
S. Далее, если Q — не­
которая фигура на плоско­
сти а, то центральное про­
ектирование из точки S 
переводит Q в некоторую 
фигуру Q' на плоскости

V р. Фигура Q' называется
\  центральной проекцией

\  Q. Если фиксировать
______Л фигуру Q и варьировать вы­

бор точкиS  и плоскости р, 
то при помощи центрально­
го проектирования фигуры 

Q мы получим бесконечное множество фигур Q', в некоторых от­
ношениях похожих на Q, но во многих других существенно отли­
чающихся от нее. Например, проектируя равносторонний тре­
угольник, мы можем, вообще говоря, получить треугольник произ­
вольной формы; проектируя окружность, мы можем получить эл­
липс, параболу (рис. 89, а)) или даже гиперболу (рис. 89, б)). Точно 
так же многие величины, связанные с фигурой, будут изменяться 
при центральном проектировании. В первую очередь это относится 
к длинам отрезков и площадям треугольников.

Рис. 89
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С другой стороны, фигуры обладают и такими свойствами, ко­
торые сохраняются при центральном проектировании. Кроме того, 
как мы увидим ниже, с геометрическими фигурами могут быть со­
поставлены величины, также не изменяющиеся при любых цент­
ральных проектированиях. Такие свойства и величины называются 
инвариантами центрального проектирования. Именно эти свойства 
фигур Понселе и назвал п р о е к т и в н ы м и ,  определив их как 
объекты исследования в проективной геометрии, понимая под 
последней отдел геометрии, в котором изучаются свойства фигур 
при нескольких последовательно выполненных центральных про­
екциях. Кроме того, объектами проективной геометрии являются 
также величины, инвариантные относительно проектирований.

П р и м е р ы .  1. Если точки Л ь Л 2,..., А п некоторой фигуры 
Q лежат на прямой, то после центрального проектирования их об­
р а з ы — точки Л / ,  Л2', . . . ,  А п' — также лежат на одной прямой. 
Следовательно, свойство точек лежать на одной прямой является 
проективным, т. е. прямая есть объект проективной геометрии.

2. Если точки Л j, Л 2, ..., Л„ фигуры Q лежат на каком-нибудь 
коническом сечении (кривой второго порядка), то образы этих то­
чек при центральном проектировании также лежат на некотором 
коническом сечении. Следовательно, коническое сечение есть объект 
проективной геометрии. При этом надо иметь в виду, что свойства, 
присущие только окружности, или только эллипсу, или только ги­
перболе, или только параболе, не являются проективными. Поэтому 
в проективной геометрии не делается различия между коническими 
сечениями, как это делается в евклидовой и аффинной геометриях.

Из сказанного выше видно, что между проективной, аффинной 
и евклидовой геометриями есть много общего. Именно, все эти 
геометрии изучают инварианты некоторого класса преобразований. 
Особая роль проективной геометрии, как мы увидим ниже, состоит 
в том, что она позволяет воедино соединить разные геометрические 
системы: аффинную геометрию, геометрию Евклида и геометрию 
Лобачевского.

Д ля того чтобы осуществить указанные построения, нужно 
прежде всего изучить класс так называемых проективных преобра­
зован и й . В аж н у ю  р о л ь  при  этом  играю т п о н яти я  бесконечно уда­
ленных элементов, к рассмотрению которых мы и переходим.

§ 2. Бесконечно удаленные элементы евклидова пространства.
Проективное пространство

Пусть S — произвольная точка евклидова пространства и s — 
прямая, не проходящая через точку 5 . Проведем через точку 5  
и прямую s плоскость а  и рассмотрим всевозможные прямые, про­
ходящие через точку S  в плоскости а. Эти прямые образуют плос­
кий пучок с центром в точке S , обозначать который будем Р (S). 
Между прямыми пучка Р  (S ) и точками прямой s установим соот-
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Ж

ветствие, относя каждой точке 
М прямой s ту прямую т  пу­
чка Р (S) (рис. 90), которая 
пересекает s в точке М . П ря­
мую т  называют прямой, 
проектирующей точку М .

5

Р и с .  9 0

м

Очевидно, что всякой точ­
ке М  прямой s в пучке Р (S ) 
соответствует определенная 
прямая. Обратное утвержде­
ние не имеет места, так как 
прямой s' пучка Р (S), кото­
рая параллельна s, не соот­

ветствует никакая точка прямой s. Таким образом, соответствие 
между прямыми пучка P(S) и точками прямой s не является взаим­
но однозначным. Это обстоятельство при рассмотрении централь­
ных проектирований геометрических фигур постоянно вызывает 
затруднения и неудобства. Поэтому условились рассматривать 
параллельные прямые как прямые, пересекающиеся на бесконеч­
ности. Тогда прямая s' в пучке Р (S), параллельная прямой s, 
так же как и всякая другая прямая пучка Р (S), будет иметь с s 
общую точку. Только эта точка не обыкновенная, а несобственная; 
ее принято называть бесконечно удаленной точкой прямой s.

Бесконечно удаленная точка прямой s считается принадлежащей 
также каждой плоскости, которая проходит через прямую s. Д а­
лее считают, что все параллельные прямые в пространстве имеют 
одну и ту же бесконечно удаленную точку. В соответствии с этим 
систему параллельных прямых, лежащих в одной плоскости, на­
зывают пучком прямых с бесконечно удаленным центром.

Отметим, что при центральном проектировании пучок прямых 
с бесконечно удаленным центром может перейти в обыкновенный 
пучок (см. рис. 91, а)); здесь пучок с бесконечно удаленным центром

на плоскости а проектированием из точки So переводится в обы­
кновенный пучок на плоскости Р с центром в точке S.

Далее, при той же центральной проекции обыкновенный пу­
чок с центром А, лежащим на линии пересечения плоскостей а 
и р,, переходит в пучок прямых с бесконечно удаленным цен­
тром (рис.91,б)); через обозначена плоскость, проходящая через 
точку So параллельно плоскости р.

Бесконечно удаленные точки непараллельных прямых счита­
ются различными. Таким образом, каждая плоскость содержит 
бесконечно много различных бесконечно удаленных точек.

Совокупность всех бесконечно удаленных точек плоскости назы­
вают бесконечно удаленной прямой, а совокупность всех бесконеч­
но удаленных точек пространства — бесконечно удаленной плос­
костью.

Введенная терминология оправдана следующими соображениями:



1. Две параллельные 
плоскости имеют общие 
бесконечно удаленные 
точки, поэтому совокуп­
ность бесконечно уда­
ленных точек плоскости 
можно рассматривать 
как множество, состоя­
щее из точек пересече­
ния двух параллельных 
плоскостей. В связи с 
этим естественно наз­
вать совокупность бес­
конечно удаленных то­
чек плоскости бесконеч­
но удаленной прямой.

2. Совокупность всех 
бесконечно удаленных 
точек пространства при 
пересечении с любой 
обыкновенной плоскос­
тью определяет беско­
нечно удаленную п р я­
мую. Поэтому указанное 
множество точек есте­
ственно назвать бесконечно удаленной плоскостью.

Итак, к множеству основных объектов евклидова пространства 
присоединяются новые элементы: «бесконечно удаленная плоскость», 
«бесконечно удаленные прямые» и «бесконечно удаленные точки». 
При этом присоединение новых элементов, как легко видеть, осу­
ществляется с выполнением следующих условий:

1. К множеству точек каждой прямой прибавляется одна бес­
конечно удаленная точка, к совокупности прямых каждой плоскости 
добавляется одна бесконечно удаленная прямая и, наконец, к 
множеству плоскостей пространства добавляется одна бесконечно 
у д ал ен н ая  п лоскость .

2. Свойства взаимной принадлежности расширенного множества 
основных геометрических образов удовлетворяют требованиям всех 
аксиом связи (см. § 4 гл. I).

3. Д ля расширенного множества основных объектов свойства вза­
имной принадлежности таковы, что каждые две плоскости имеют 
общую прямую, каждые прямая и плоскость имеют общую точку и, 
наконец, всякие две прямые, лежащие в одной плоскости,имеют об­
щую точку.

Прямая, дополненная бесконечно удаленной точкой, называется 
проективной прямой. Плоскость, дополненная бесконечно удален­
ной прямой, называется проективной плоскостью, пространство,

Рис. 91
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дополненное бесконечно удаленной плоскостью, называется про­
ективным пространством.

В евклидовой геометрии иногда прибегают к рассмотрениям, 
связанным с бесконечно удаленными элементами. Но по существу 
эти элементы используются лишь для описания ряда специфических 
фактов. Например, вместо того чтобы говорить о параллельности 
прямых, говорят, что они пересекаются в бесконечно удаленной точ­
ке, или парабола есть эллипс, проходящий через бесконечно уда­
ленную точку и т. п. В проективном пространстве бесконечно удален­
ные элементы играют ту же роль, что и обыкновенные, и всякое их 
особое выделение неестественно.

Причина различия между ролью бесконечно удаленных эле­
ментов в евклидовом и проективном пространствах состоит в том, 
что евклидова геометрия посвящена изучению так называемых 
метрических свойств фигур, т. е. связана с измерением отрезков и 
углов. Указанные понятия имеют смысл, если фигуры несодержат 
бесконечно удаленных элементов; поэтому в евклидовой геомет­
рии бесконечно удаленные элементы по необходимости играют 
особую роль.

В противоположность этому в проективной геометрии, где мет­
рические свойства фигур не являются объектами исследования, об­
стоятельства, вызывающие различия между обыкновенными точка­
ми и бесконечно удаленными, отпадают. Более того, так как при 
центральных проектированиях бесконечно удаленные элементы мо­
гут переходить в обыкновенные и наоборот, то они не обладают ни­
какими проективными свойствами, которые бы отличали их от обык­
новенных элементов. Поэтому в проективном пространстве нет 
различия между обыкновенными и бесконечно удаленными эле­
ментами.

§ 3. Интерпретация проективной прямой и проективной плоскости 
в связке прямых

В предыдущем параграфе было введено понятие проективного 
пространства и было подчеркнуто, что при переходе от евклидова 
пространства к проективному отпадает различие между обыкновен­
ными и бесконечно удаленными точками. Ниже мы строим интер­
претацию проективной прямой и проективной плоскости, в которой 
все элементы равноправны.

Пусть S — некоторая точка евклидова пространства. Рассмот­
рим совокупность всех прямых пространства, проходящих через 
точку S. Указанная совокупность прямых называется связкой пря­
мых с центром в точке S ; в дальнейшем она обозначается V (S).

Интерпретацию проективной плоскости строим следующим об­
разом: «точками» проективной плоскости объявляются прямые 
связки V (S), «прямыми» проективной плоскости— плоские пучки
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прямых с центром в точке S ,  т. е. совокупности прямых связки V (S), 
лежащие в одной плоскости, и, наконец, за проективную «плоскость» 
принимается сама связка V (S). При этом, как легко видеть, отноше­
ние взаимной принадлежности точек и прямых на проективной 
плоскости удовлетворяет свойствам 1, 2, 3, сформулированным вы­
ше (§ 2, стр. 157). Отметим, что в рассмотренной интерпретации 
проективной плоскости все точки и прямые равноправны, т. е. 
нет различия между обыкновенными и бесконечно удаленными точ­
ками и прямыми.

С интерпретацией проективной плоскости с помощью связки пря­
мых V (S) тесно связана еще одна интерпретация проективной плос­
кости. Пусть К  — некоторая сфера с центром в точке S . Тогда вся­
кая прямая связки V (S) пересекает К  в двух диаметрально проти­
воположных точках. Поверхность, получающаяся из сферы К  
в результате отождествления диаметрально противоположных 
точек К, будет, очевидно, интерпретацией проективной плоскости.

Проективная прямая в этой интерпретации представляет со­
бой кривую, которая получается в результате отождествления диа­
метрально противоположных точек окружности большого круга L 
сферы К. Непосредственно легко убедиться в том, что проективная 
прямая L' есть простая замкнутая кривая (см. рис. 92).

Д ля того чтобы постро­
ить интерпретацию проектив­
ного пространства, нужно 
использовать либо связку 
прямых в четырехмерном про­
странстве, либо поверхность, 
получаемую в результате 
отождествления диаметрально 
противоположных точек трех­
мерной сферы.

Остановимся теперь на 
аналитическом описании про­
ективной плоскости, исходя из 
.интерпретации с помощью связки V (S).

Введем в евклидовом пространстве систему декартовых коорди­
нат х и х2, х 3 с началом в точке S. Тогда любая прямая связки V (S) 
будет иметь уравнение

Х1 _  *2 _  *з 
Pl Р2 Рз ’

где Хи х г> х 3 — текущие координаты точки прямой, а р ь  р 2, Рз — 
направляющие коэффициенты прямой. Известно, что направляющие 
коэффициенты прямой р и Рг, Рз определяются с точностью до 
общего множителя р Ф 0 и

р\  +  р2 +  рз Ф 0.
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Другими словами, класс ненулевых пропорциональных троек 
чисел р =  {ри Рг, Рз), который мы будем обозначать [р], однознач­
но определяет прямую связки V (S), и обратно, прямая связки V (S) 
однозначно определяет класс таких троек.

Следовательно, класс пропорциональных троек можно отождест­
вить с прямой связки V (S), а так как прямая связки есть точка 
проективной плоскости, то в качестве точек проективной плоскос­
ти можно взять классы ненулевых пропорциональных между собой 
троек вещественных чисел р  =  (р4 , р 2, р з)- Числа р и р 2, рз 
называются однородными координатами точки на проективной 
плоскости.

Однородные координаты обладают следующими свойствами:
1. Каждая точка проективной плоскости имеет однородные коор­

динаты.
2. Если р и р 2, Рз — однородные координаты точки М, то рр и 

р р 2i ррз, где р Ф 0, также однородные координаты точки М.
3. Разным точкам проективной плоскости соответствуют всегда 

разные отношения р 4 : р 2 : р 3 их однородных координат.
4. Ни для какой точки проективной плоскости все три ее одно­

родные координаты не обращаются в нуль одновременно.
5. Если р\п) -> Рр p f  -> р°, p f  -> рз и (Pi0)2 +  (Р2°)2 +

-j-(p3° ) V 0, то переменная точка М п  с однородными координатами
р » \р ? ,р ?  стремится к точке М0 с однородными координатами

о о о 
Р\ > Pv Рг-

Из свойства 2 вытекает, что каждая точка проективной плоскости 
имеет бесконечно много троек однородных координат, которые сами 
по себе не определяются соответствующей им точкой; определяют­
ся лишь их отношения. Поэтому совокупность всех наборов одно­
родных координат точки М  удобно записывать в виде (рр4, рр2, рр з ) ,  

где р принимает любое вещественное значение, кроме р = 0 .  
Любую из трех координат ррь рр2, рр3 точки М ,  если 
она отлична от нуля, можно сделать равной единице за счет надле­
жащего выбора множителя р.

Если а  — некоторая плоскость, проходящая через центр связ­
ки V (5 ), то для любой прямой

*1 _  *2 =  *3
Pi Р2 Рз

связки V (S), лежащей в этой плоскости, выполнено соотношение 

Ар\  +  Врг  +  Ср3 =  0,
где

А х  j +  В х 2 +  Сх з =  0, А 2 +  В 2 +  С2 ф  0

— уравнение плоскости а в евклидовом пространстве относительно
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декартовой системы координат х ь х ъ х 3. Так как проективная пря­
мая есть совокупность прямых связки V (5), лежащих в одной плос­
кости, то проективной прямой, соответствующей плоскому пучку 
прямых, лежащих в плоскости а, будет множество точек проектив­
ной плоскости, однородные координаты которых удовлетворяют 
уравнению

Ар 1 +  В р г +  Срз =  0. (*)

Уравнение (*) мы будем называть уравнением проективной пря­
мой в однородных координатах p it р 2, Рз- Д ля симметрии изменим 
обозначения коэффициентов А , В , С на ыь и г, и 3 и уравнение пря­
мой будем записывать в виде

UiPi +  U2P2 +  из Рз =  0.

Отметим, что одной и той же проективной прямой /

U1P1 +  U2P2 +  и 3рз — 0 

отвечает целый класс уравнений

{ou^P i +  (о и 2) рг +  (а и з ) Рз =  0, 

где о Ф  0 — произвольное вещественное число. Так как
А 2 +  В 2 +  С2 ф  0,

то числа 'ии ы2, и 3 одновременно не обращаются в нуль. Числа и и 
и 2, и 3 называются однородными координатами проективной пря­
мой.

Далее, если тройка чисел р и р 2, рз удовлетворяет соотношению

WiPi + U2P2 + ЧзРз = о, 
то при любом р ф  0 тройка чисел рр и рр 2, ррз также удовлетворя­

ет соотношению
и I p p i .+  и г р р г +  из РРз =  0.

Отсюда следует, что если для одного набора однородных коорди­
нат точки М  выполнено соотношение

u ip i +  U2P2 +  ЧзРз =  0,

то оно выполнено для всех наборов (ррь рр2. РРз) однородных
координат этой точки, и потому точка М  принадлежит проектив­
ной прямой, имеющей однородные координаты

U1, U 2, и 3.

Рассмотрим о д н о р о д н ы е  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  
н а  п р о е к т и в н о й  п р я м о й .  На евклидовой плоскости
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фиксируем некоторую точку S  и рассматриваем систему декар­
товых координат х и х 2 с центром в этой точке. Любая прямая из 
пучка Р (S) имеет уравнение

І І -  =  .f i .  1 
Pi Pi  ’

где Xi, х 2 — текущие координаты точки на прямой, а Р ь  р 2 — 
направляющие коэффициенты прямой. Известно, что направляющие 
коэффициенты прямой р и р 2 определяются с точностью до общего 
множителя р ф  О, и числа p i и р 2 одновременно не равны нулю.

,  Следовательно, класс ненулевых пропорциональных пар чисел 
р  =  (р I, р 2), который мы будем обозначать [р], однозначно опре­
деляет прямую пучка Р (S), и обратно, прямая пучка Р (S) одно­
значно определяет класс таких пар.

Так же, как и в рассмотренном выше случае проективной плос­
кости, точками проективной прямой будут классы ненулевых про­
порциональных между собой пар вещественных чисел р =  (ри р 2). 
Числа р ь  р 2 называются однородными координатами точки на 
проективной прямой.

Однородные координаты точки на проективной прямой обладают 
следующими свойствами:

Ц  Каждая точка проективной прямой имеет однородные коор­
динаты.

2. Если р 1( р 2 — однородные координаты точки М , то ррь  
рр2, где р ф  0, — также однородные координаты точки М .

3. Разным точкам проективной прямой соответствуют всегда 
разные отношения р , : р 2.

4. Ни для какой точки проективной прямой обе ее однородные 
координаты не равны одновременно нулю.

5. Если p f  -> р° , p f  -> р° и (р“)а+  (Р°2)2Ф 0, то  переменная 
точка М п с однородными координатами р[п), p f  стремится к точке 
М 0 с однородными ко’ординатами р\ , р°2 .

Из свойства 2 вытекает, что каждая точка проективной прямой 
имеет бесконечно много пар однородных координат, которые сами по 
себе не определяются заданием соответствующей точки; определяет­
ся лишь отношение этих координат. Поэтому совокупность всех 
наборов однородных координат точки М  удобно записывать в виде 
(PPi, рРг), где р принимает любое вещественное значение, кроме 
р =  0. Любую из двух координат ррь  рр2 точки М , если она 
отлична от нуля, можно сделать равной единице за счет надлежа­
щего выбора множителя р.

На евклидовой плоскости с декартовыми координатами х і , х 2 
рассмотрим пучок прямых Р (S), полагая, что центр пучка S
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находится в начале координат (см. рис. 93). Пусть а —  евклидова 
прямая, имеющая уравнение

х 2 =  1.
Рассмотрим проективную прямую /, точки которой находятся 

во взаимно однозначном соответствии с прямыми пучка Р (S ). Пусть 
М  — точка проективной прямой, имеющая однородные координаты 
(Ри Рг), причем р ф  0. Тог­
да точке М  также соответству­
ет пара однородных коорди­
нат 1 ]. Точке М  проек- 

\Р2  /
тивной прямой I в пучке P{S) 
соответствует прямая

X, *2т : —  =  — .
Pi Р2

Прямая т  пересекает прямую
а в точке N  (— 1]. Таким

\Р\і !
образом, точке М (ри р 2) Рис 93
проективной прямой / на ев­
клидовой прямой а соответ­
ствует точка N  ( ^ ,  1 ]. Обратно, каждой точке N  (ри  1) евклидо-

\Р 2 I
вой прямой а соответствует точка М (pif 1) проективной прямой 
/. Пусть теперь — точка проективной прямой, имеющая одно­
родные координаты (ри  0). Тогда прямая т ю пучка P(S), соответ­
ствующая точке М имеет уравнение

* 2 =  0.

Прямая т.", очевидно, параллельна евклидовой прямой а и, сле­
довательно, пересекается с ней в бесконечно удаленной точке. 
Поэтому точке М на евклидовой прямой а отвечает бесконечно 
удаленная точка.

Таким образом, если на проективной прямой I введены однород­
ные координаты точек р и  р 2 и установлено соответствие между точ­
ками проективной прямой I и евклидовой прямой а, пополненной бес­
конечно удаленной точкой, по формуле:

где х  — декартова координата на прямой а, то точкам (рь р 2), 
где Р г Ф  0, отвечают обыкновенные точки евклидовой прямой а, 
а точке (pi, 0) отвечает бесконечно удаленная точка прямой а.

Аналогичные связи можно установить между точками проектив­
ной плоскости и евклидовой плоскости.
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Пусть V (S) — связка 
прямых в евклидовом про­
странстве. Рассмотрим в 
пространстве декартову 
систему координат хл , х2, 
х3, начало которой находит­
ся в точке S . Через а 
обозначим евклидову плос­
кость, уравнение которой 
таково:

Рис. 94
х 3 =  I

(см. рис. 94).
Пусть X — проективная плоскость, точки которой находятся 

во взаимно однозначном соответствии с прямыми связки V (S). 
Именно точке М  проективной плоскости X, имеющей однородные 
координаты (рь  р 2, р 3), ставится в соответствие прямая т  связки
V (S), уравнения которой суть

Если р з ф  0, то прямая т пересекает евклидову плоскость в обык

параллельна евклидовой плоскости а  и пересекает ее в бесконечно 
удаленной точке. Отсюда следует, что все бесконечно удаленные точ­
ки евклидовой плоскости а соответствуют тем точкам проективной 
плоскости X, у которых однородная координата р 3 равна нулю.

Так как условие

то можно сказать, что при указанном соответствии прямая р 3 —
— О переходит в бесконечно удаленную прямую плоскости а.

Описанные выше соответствия между точками проективной пря­
мой и проективной плоскости, с одной стороны, и соответствующими 
евклидовыми прямой и плоскостью, пополненными бесконечно уда­
ленными точками, — с другой, показывают, что для точек проек­
тивной прямой может быть введена неоднородная координата

ХЛ  =  — £?
Pi Р2 Рз

новенной точке если же р 3 =  0, то прямая т

Рз =  О

на проективной плоскости X определяет прямую

О • Pi +  0 • р 2 +  1 • рз =  О,

_
Рі '
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а д л я  т о ч е к  п р о е к т и в н о й  п л о с к о с т и  п а р а  н е о д н о р о д н ы х  к о о р д и н а т

С помощью этих координат на проективной прямой и проектив­
ной плоскости условно можно выделить бесконечно удаленные точ­
ки, которые характеризуются тем, что для них значения неодно­
родных координат х  на проективной прямой и по крайней мере од­
ной из Xt и х 2 на проективной плоскости равны условно оо.

Координаты

на проективной плоскости называют неоднородными проективными 
координатами точки.

Ниже, в §§5 и 9, мы остановимся более подробно на различных 
способах введения на проективной прямой и проективной плоскос­
ти однородных и неоднородных проективных координат.

§ 4. Принцип двойственности

На проективной плоскости рассматриваются два основных типа 
объектов: точки и прямые. Оказывается, что с каждым предложе­
нием может быть сопоставлено некоторое утверждение так, что если 
эти предложения сформулировать надлежащим образом, то одно 
из них переходит в другое при замене слова «точка» словом 
«прямая» и слова «прямая» словом «точка». Это обстоятельство и 
составляет содержание принципа двойственности на проективной 
плоскости.

Рассмотрим принцип двойственности по отношению к аксиомам 
связи проективной плоскости. Об этих аксиомах мы уже говорили 
в § 2  гл. III . Они описывают отношение принадлежности точек и 
прямых, которые мы выражали словами «точка лежит на прямой», 
или «прямая проходит через точку». Ниже нам будет более удобно 
говорить «точка принадлежит прямой», или «прямая принадлежит 
точке».

Учитывая эту терминологию, мы можем аксиомы связи проек­
тивной плоскости записать в следующей форме (мы будем одно­
временно приводить предложение, которое сопоставляется соответ­
ствующей аксиоме; текст аксиомы приводится на левой половине 
страницы, текст предложения, сопоставленного с аксиомой, — на

на проективной прямой и

РА.
Рз

165



правой половине страницы; впредь такие два предложения будем 
называть двойственными друг другу):

1. Каковы бы ни были две 
точки А и В, существует пря­
мая а, принадлеж ащ ая точке А 
и точке В.

2. Каковы бы ни были две 
различны е точки А и В, суще­
ствует не более одной прямой, 
принадлеж ащ ей и точке А, и 
точке В.

3. К аж дой прямой принадле­
ж ит не менее трех точек. Сущ е­
ствует по крайней мере три точ­
ки, не принадлежащ ие одной 
прямой.

4. К аж ды е две прямые имеют 
общую точку.

Каковы бы ни были две п ря­
мые а и Ь, существует точка А, 
принадлеж ащ ая прямой а и 
прямой Ь. (Это есть не что иное, 
как аксиома 4.)

Каковы бы ни были две р а з ­
личные прямые а и Ь, сущ ест­
вует не более одной точки, при­
надлежащ ей и прямой а, и пря­
мой Ь. (Это предложение непо­
средственно следует из аксио­
мы 2.)

Каждой точке принадлежит 
не менее трех прямых. С ущ ест­
вует по крайней мере три п ря­
мые, не принадлеж ащ ие одной 
точке. (Это утверждение легко 
вытекает из аксиом 1— 3.)

Каждые две точки имеют об­
щую прямую. (Это есть не что 
иное, как аксиома 1.)

Таким образом, с каждой аксиомой связи проективной плоско­
сти можно сопоставить утверждение, вытекающее из этих акси­
ом, так, что сопоставляемые предложения двойственны друг другу.

Следовательно, если какое-либо предложение проективной плос­
кости использует только понятие принадлежности точек и прямых, 
то справедливо также двойственное ему предложение.

Рассмотрим выражение принципа двойственности на проектив­
ной плоскости с помощью однородных координат. Пусть на проектив­
ной плоскости введены однородные координаты точек. Тогда каж ­
дая точка определяется отношением трех чисел (рь  р 2, Рз), а каж ­
дая прямая — уравнением вида

UiPi +  И2Р 2 +  и зРз — 0. (*)

Выше мы условились коэффициенты уравнения (*) называть одно­
родными координатами прямой, которая этим уравнением опреде­
ляется. Как мы отмечали, для определения прямой достаточно за­
дать отношения ее однородных координат и , : и 2 : и 3, причем числа 
« ь и 2, Из не могут одновременно равняться нулю.

Если (pi, рг, Рз) — однородные координаты некоторой точки 
М , а (« 1, и 2, и з) — координаты некоторой прямой т, то соотноше­
ние

ЫіРі +  и2Р 2 +  ИзРз =  0
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является условием принадлежности точки М  и прямой т друг дру­
гу. Отсюда имеем два двойственных друг другу предложения:

При постоянных (uv и 2, и3) 
и текущих (р{, р2, р3) соотно­
шение

« Л  +  ИяРг +  ^зРз =  0 (*)
определяет всевозможные точки, 
принадлежащие прямой (ы„ и2,и 3); 
в этом смысле оно называет­
ся уравнением прямой.

При постоянных (р,, р2, рэ) 
и текущих («j, и2, и3) соотно­
шение

UiPi +  и 2р2 +  « Зрз =  0 (*)
определяет всевозможные пря­
мые, принадлежащие точке 
(plt р2, рэ); в этом смысле оно 
называется уравнением точки.

Часто при постоянных р„ р2, 
Рз и переменных ult и?, и3 соот­
ношение (*) называют уравне­
нием пучка с центром (pt, р2, р3).

§ 5. Сложное отношение четырех точек проективной прямой

1- Сложное отношение четырех точек на евклидовой прямой, 
пополненной бесконечно удаленной точкой. В этом пункте слож­
ное отношение четырех точек проективной прямой будет введено, 
отправляясь от того факта, что проективная прямая есть евклидова 
прямая, пополненная бесконечно удаленной точкой.

Итак, пусть а — евклидова прямая, на которой введено опреде­
ленное направление и декартова координата х. Пополним прямую 
а бесконечно удаленной точкой М„. Декартову координату точки 
М "  на прямой а будем считать равной о о . Пусть, далее, А и В  — 
две обыкновенные точки прямой а и х А и хв — их декартовы коор­
динаты. Так же, как и в главе II, через А В  будем обозначать проек­
цию вектора А В  на прямую а с учетом выбранного на ней направ­
ления. Тогда, как мы знаем,

А В  =  хв  — х А.

В главе II было введено важное понятие простого отношения 
трех точек, лежащих на одной прямой. Напомним определение и 
некоторые свойства этого понятия. Пусть А , В , М  — обыкновен­
ные точки прямой а. Простым отношением трех точек А , В , М  на­
зывается число

(Л, В; М ) =  —  .'  ’ ’ '  ВМ

Точки Л и В  называются основными, точка М  — делящей. 
Как было установлено в главе II, каждой точке М  прямой а, в том 
числе и точке , отвечает определенное значение простого отно­
шения и, обратно, каждому значению простого отношения (Л, В; М ) 
соответствует определенное положение точки М  на прямой а; при
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этом, конечно, точки Л и В считаются фиксированными. Поэтому 
с помощью простого отношения можно ввести координату точки М  
на прямой а:

Ям =  (Л, В; М ).
Координата Ям отлична от евклидовой координаты Х м • Отметим, 
что при построении координат Хм Для точек прямой а базисные точ­
ки Л и В фиксированы, но выбор их произволен.

Д ля точек М , лежащих вне отрезка, будем иметь:
Хм =  (Л, В\ М ) >  0;

для точек М , лежащих внутри отрезка А В , имеем:
Хм =  (Л, В; М ) <  0,

в частности, для середины С отрезка А В  имеем:

кс = (А , В; С) =  — 1 •

Д алее, для точек Л, В и М ж полагаем:
ХА =  0, кв  =  оо, ХМоо =  ].

Эти определения естественны, ибо они позволяют рассматривать 
Ям как непрерывную функцию точки М . Действительно,

к А — — =  0; кв =  lim км — lim =  оо;
7 В А М-+В м->в ВМ

км — lim - lim ( ^ -  -j- l )  =  1.
” м - * м „  ВМ м  -  м „ \  ВМ )

Схематически значения координат Хм для некоторых точек М  п ря­
мой а даны на рис. 95.

По* м  А м  в  И

Рис. 95

Из сказанного выше вытекает следующее важное замечание: с 
помощью координаты Ям обыкновенной точке В прямой а припи­
сывается координата оо, а бесконечно удаленной точке той же п ря­
мой а — координата 1. Если стать на ту точку зрения, что беско­
нечно удаленная точка прямой характеризуется координатой оо, 
то ясно, что любая точка М 0 прямой а может рассматриваться как 
бесконечно удаленная. Д ля этого достаточно точку Мо взять в ка­
честве второй базисной точки В при введении координаты Хм на 
прямой а с помощью равенства Хм =  {А, М 0; М ). Тем самым 
введение координаты точек на прямой с помощью простого отноше­
ния снимает с понятия бесконечно удаленной точки М м прямой
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а ее особое положение и делает все точки прямой а, пополненной 
бесконечно удаленной точкой М к, равноправными. Таким образом, 
мы опять приходим к тому положению, что все точки проективной 
прямой равноправны и любая точка этой прямой может быть при­
нята за бесконечно удаленную, после 
чего все остальные точки М  проективной 
прямой с помощью координаты %м нахо­
дятся во взаимно однозначном соответ­
ствии с точками евклидовой прямой.

Простое отношение, как показывают 
примеры, может изменять свое значение 
при центральных проектированиях.

Действительно, пусть центральное 
проектирование происходит из точки 5  
как из центра и а, Ь, с — три прямые 
пучка Р (S), причем прямая с есть бис­
сектриса угла между прямыми а и b (все 
построение происходит в некоторой 
плоскости а). Пусть, далее, g  и g '— не­
параллельные между собой прямые 
(рис. 96), не проходящие через точку 
S. Очевидно, эти прямые можно выбрать так, чтобы

| AS I >  1 1 и j y4'S| <  \B 'S  |;
здесь через \ M N \  обозначена длина отрезка M N . Тогда

1 (А, В ; С )| -  j - 4 ^  =  ~ r , >  U

Рис. 96

| ( А ,  В'; С )  1

вс |
I А’С  
I  В’С

BS I 
\ * ’S\ 

' \B 'S \ < 1 .

Так как точки А ', В ', С’ являются образами точек Л, В , С 
при центральной проекции из центра S , то написанные соотноше­
ния показывают, что простое отношение трех точек может изме­
нить свое значение при центральном проектировании.

Сейчас мы введем понятие сложного отношения четырех точек 
одной прямой, которое будет инвариантом центральных проекти­
рований.

С лож ное  от нош ение ч е т ы р е х  т о чек  А, В , С, D одной 
прямой а определяется формулой:

(Л, В; С, D) =  ( А А  ^1.
(А,в- D)

оно представляет собой число, равное частному простых отноше­
ний точек А , В , С и точек А , В, D.

Точки Л и В в обоих простых отношениях являются базисными, 
а точки С и D  — делящими. Поэтому пара точек Л, В  называется
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базисной (или основной) парой сложного отношения, а пара точек С, D
— делящей парой. Из определения сложного отношения легко вы­
текает формула:

АС

(Л, В; С, D) =  -(-'4’-й: С) =  -A L  г ; ЛС ВП _
(Л, В; D) AD_ ВС ■ AD

BD

Рассмотрим теперь наиболее важные свойства сложного отно­
шения, непосредственно вытекающие из его определения.

Т е о р е м а  1. Сложное отношение не изменяется от переста­
новки пар базисных и делящих точек, т. е.

(А, В;  С, D) =  (С, Д  А, В).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

(С, Д  А, В) =  -с/* ' DB = -АС ' BD =  (А, В; С, D).
'  DA - СВ AD . ВС

Т е о р е м а  2. Сложное отношение не изменяется от одновре­
менной перестановки точек внутри каждой пары, т. е.

(А, В;  С, D) =  (В, A; Д  С).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

(В, A; Д  С) =  -*■?- АС =  АС-— Р- =  (А, В; С, D).
A D ■ВС A D ■ВС ’

Т е о р е м а  3. Перестановка точек в одной паре изменяет ве­
личину сложного отношения на обратную:

(В, А; С, D) •= - г - г -1 • ; (Л, В; Д  С) =  • 1
(Л, В; С, £>) 7 (Л, В; С, D)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

АС ■ BD (А, В; С) (Л, В; С, £>)’ 

если переставлены точки второй пары, и

(В, Л; С, £>) -  в с - AD -  (А> в ’ D) _  1
/1C ■ BD (А, В, С) (А, В, C, D) ’

если переставлены точки первой пары.
Т е о р е м а  4. Перестановка двух крайних или двух средних 

точек в сложном отношении изменяет его значение следующим об­
разом:

( Д  В;  С, Л) =  1 — (А, В;  С, D),
(Л,  С; В, D) — 1 — (Л,  В;  С, D) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если переставлены местами средние 
точки, то

(Л, С ; В , D) =  A B '-CD- =  АВ ' (СЛ +  AD) =  
v ’ ’ св . ad е в ■ AD
АВ ■ СА + АВ ■ AD АВ - СА +  (АС +  СВ) • AD

СВ ■ AD СВ ■ AD
АВ ■ СА +  АС • AD , j _  ЛС • (BA  +  AD)  j _

СВ• Л£> ' СВ•AD

=  1 _  =  1_  (Л, В; с ,  D).
ВС ■ AD V '

Если же переставлены крайние точки, то

(D, В\ С, А) =  (В, D; Л, С) =  1 — (В, Л; D , С) =  1 —
— (Л, В\ С, D ).

Т е о р е м а  5. Положим,
(А, В; С, D ) =v ,

тогда при всевозможной перестановке местами точек А, В, С, D 
в сложном отношении оно будет принимать только шесть различ­
ных значений, которые даны таблицей:

1. (Л, В; С, D) -  V. 4. (Л, В\ D, С) -

2. (Л, С; В, D) =  1 -  v. 5. (Л,  С; D, В) =

V
1

1 — V

3. (Л, D;  В,  С) =  1 — -  =  6. (Л, D;  С,  В) v
V V — 1

-  v — 1
V

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из данных четырех точек А, В, С, D  
можно составить 24 различные перестановки. Но среди всех этих 
перестановок будут такие, которые дают равные значения сложного 
отношения. Из теорем 1 и 2 легко вытекает, что для каждой пере­
становки найдутся еще три, порождающие то же значение слож ного  
отношения, что и исходная перестановка. Например, для переста­
новки (Л, В; С, D) имеем:

(Л, В; С, D) =  (С, D; Л, В) =  (D, С; В, Л) =  (В, Л; D , С).
Таким образом, все перестановки делятся на 6 групп, по 4 пе­

рестановки в каждой, причем перестановки одной группы порожда­
ют одинаковые сложные отношения. Если

v =  (Л, В; С, D),
то, пользуясь теоремами 3 и 4, после простых вычислений получим 
таблицу, которая фигурирует в формулировке теоремы 5.
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Покажем теперь, как вводить координаты точек на прямой с по­
мощью сложного отношения. Рассмотрим на евклидовой прямой а, 
пополненной бесконечно удаленной точкой М ^, т. е. на проектив­
ной прямой а, четыре точки А , В, С, М . Предположим, что точки 
А , В  и С фиксированы, а точка М  перемещается по прямой а. К аж ­
дому положению точки М  на прямой а соответствует определенное 
значение сложного отношения (А, В', С, М ). Пусть теперь для двух 
точек М  j и М  2 прямой а имеем:

(Л, В; С, МО =  (Л, В; С, М 2).
Докажем, что точки М  t и М  2 совпадают. Действительно, из соот­

ношения
(Л, В; С, МО =  (Л, В ; С, М 2)

следует, что
(Л, В\ С) (Л, В- С) ш

(Л, В; Мх) (Л, В; М 2)

Поэтому
(Л, В\ М 4) =  (Л, В ■ М 2).

А тогда, как было доказано в главе II, точки М ,  и М 2 совпадают.
Таким образом, при фиксированных точках Л, В, С каждому 

положению точки М  на прямой а отвечает определенное сложное 
отношение (Л, В; С, М) и~ обратно, каждому значению сложного 
отношения при фиксированных Л, В и С однозначно отвечает неко­
торая точка М  прямой а. Поэтому число

Vm =  (Л, В; С, М)
может быть принято за координату точки М  на прямой а. Введен­
ная нами координата точек на прямой а называется проективной. 
Смысл этого будет раскрыт ниже.

Итак, для построения проективных координат на прямой а 
фиксируются три произвольные точки А, В, С, а сама проективная 
координата vM любой точки М  тогДа определяется по формуле:

Чм =  (Л, В; С, М ).
Если точка М  совпадает с С, то

vc — (Л, В; С, С) =  {А’ В' С) =  1.
(А, В\ С)

Е сл и  М  совп ад ает с точкой В, то

\ в ^  (Л, В; С, В) =  {-А' В ’ С)ВВ =  0.
АВ

Наконец, если М  совпадает с точкой Л, то, рассматривая этот 
случай как предельный, имеем:

V, == lim (Л, В; С, М) =  lim (А’ В’ =  <». 
м->А м ^ А ( А ,  В; М)
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v м - ( А  В; С, М  ) =  -  -5-

Таким образом, основным точкам А, В, С соответствуют проек­
тивные координаты, равные соответственно =»,0 , 1.

Здесь так же, как и в случае простого отношения, точку А  мож­
но рассматривать как бесконечно удаленную точку прямой а, считая, 
что а пополнена бесконечно удаленной точкой М те, или, что то же, 
проективной прямой а. Так как точка А может быть фиксирована 
произвольно, то любая точка А может быть взята за бесконечно уда­
ленную, и мы снова приходим к тому, что все точки проективной 
прямой равноправны.

Точке соответствует проективная координата
(Л, В; С) к ,

~  І-----  =  ’'•М»
где X =  (Л, В; С), а — 1. Таким образом, если точка М ю
есть четвертая точка в сложном отношении (Л, В; С, M J ,  то сложное 
отношение (А , В; С, M J  равно простому отношению трех точек 
(А, В; С). Это приводит к следующей важной формуле:

(Л, В; С) =  (Л, В; С, M J .

2. Простое и сложное отношение в пучке прямых. Простое и 
сложное отношение точек проективной прямой, которое было пос­
троено в предыдущем пункте, существенно опиралось на тот факт, 
что под проективной прямой мы 
понимали евклидову прямую,по­
полненную бесконечно удален­
ной точкой. Благодаря этому 
обстоятельству мы постоянно 
пользовались метрическими по­
нятиями — длиной евклидовых 
отрезков. На проективной пря­
мой, в силу ее замкнутости, 
каждая пара точек Л, В опре­
деляет два отрезка А В  и Л оо В. р ис g?
Из этих отрезков мы всегда вы­
бирали евклидов отрезок АВ.
Другими словами, мы брали тот отрезок, который не содержит 
бесконечно удаленной точки евклидовой прямой.

При построении понятий простого и сложного отношения пря­
мых в пучке мы встретимся с тем же положением вещей. Именно 
всякие две прямые а и b пучка Р (S) (рис. 97) образуют два угла. 
Д ля того чтобы указать правило выбора определенного угла между 
прямыми пучка Р  (S), поступим следующим образом. Пусть / — 
некоторая произвольная прямая пучка Р (S), которую мы в даль­
нейшем считаем фиксированной. Из двух углов, который образован 
прямыми а и  Ь, всегда будем выбирать тот, который не содержит пря­
мой /. Очевидно, что прямая / при выборе угла играет ту же роль, 
которую на евклидовой прямой играла бесконечно удаленная точ­
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ка. После того как однозначно определен выбор угла между пря­
мыми пучка Р (S), приписываем ему знак +  или — в зависимос­
ти от того, совпадает ли порядок его сторон с направлением движе­
ния против часовой стрелки или с направлением движения по ча­
совой стрелке. На рис. 98 *4(а, Ь) положителен, а *4(Ь, а) — отри­
цателен.

Пусть в пучке Р  (S) даны три прямые а, Ь, с. Простым отноше­
нием прямых а, Ь, с назовем число

Прямые а и b называются базисными, а прямая с — делящей. Если 
делящ ая прямая с проходит внутри угла между прямыми а и Ь, то

если она совпадает с а, то
(а, Ь\ а) =  0; 

если же она совпадает с Ь, то
(а, Ь\ Ь) =  оо

и, наконец,если с совпадает с /, то
(a, b; I) =  + 1 .

Отсюда видно, что простое отношение прямых пучка Р (S) 
по своим свойствам вполне аналогично простому отношению трех 
точек прямой.

Далее, если прямые а и b фиксировать, то между прямыми т  
пучка Р  (S) и числами

М™ =  (° . Ь\ т )

устанавливается взаимно однозначное соответствие. Поэтому число 
цт может быть принято за координату прямой т  в пучке Р (S).

Пусть теперь а, Ь, с, d  —  четыре прямых пучка Р (5), тогда 
сложным отношением этих прямых называется число

Прямые а, b называются базисными, а прямые с, d  — делящими.
Оба отношения прямых пучка Р  (S) — простое и сложное — 

выражаются через синусы углов, которые образуют делящие и ба­
зисные прямые. Зависимость простого и сложного отношений пря­
мых пучка от фиксированной нами прямой I проявляется в том, что 
в формулах (*) и ( * )  участвуют либо *4\а, с), ~$(Ь, с),..., либо их

(а, Ь; с) <  0; 
если она проходит вне этого угла, то

(а, Ь\ с) >  0;

(а, Ь; с, d) = (а, b ; с) __  s i n  Z. (а, с) • s i n  Z.  ( b , d)

(a, b\ d) sin Z  (a, d) • sin Z  (b, c)

174



дополнения до я. Поэтому абсолютная величина правых частей в 
формулах (*) и (*  ) не зависит от выбора прямой I. Следовательно, 
абсолютная величина простого и сложного отношений прямых в 
пучке не зависит от выбора прямой I.

Знак простого отношения зависит от выбора прямой /. Действи­
тельно, если делящ ая прямая с находится внутри угла между ба­
зисными прямыми а и Ь, то

(а, Ь\ с) <  О 
(при этом прямая I находится вне *4 (а > Ь)), и

(а, Ь\ с) >  О,
если делящая прямая с находится вне 2$. (а, Ь) (рис. 98, а), б), в)).

Если мы теперь прямую / заменим прямой /'.леж ащ ей  внутри 
прежнего угла между базисными прямыми а и Ь, то для построения 
простого отношен ия придется использовать другую  пару вертикаль-

\

а) 6) в)

Рис. 98

ных углов, образованную базисными прямыми а и Ь. А тогда пря­
мая с будет проходить вне нового угла между прямыми а и Ь, если 
она при старой ситуации находилась внутри угла между а и Ь\ 
аналогично изменится роль прямой с, если она проходила вне ста­
рого угла между прямыми а и Ь. Следовательно, простое отноше­
ние прямых а, Ь, с:

(а, Ь\ с)
— при переходе от одной прямой /к  д р у го й /' может изменить знак.

Т е о р е м а  6. Сложное отношение четырех прямых пучка 
Р (S) не зависит от выбора прямой I.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы ( £ )  для сложного 
отношения видно, что знак сложного отношения зависит от того, 
имеют ли простые отношения (а, Ь\ с) и (a, b\ d) одинаковые знаки 
или нет. Из предыдущих рассуждений ясно, что при переходе от пря­
мой I к прямой / ' либо оба простых отношения меняют знаки одно­
временно, либо оба простых отношения (а, Ь\ с) и (a, b; d) знака не 
меняют. Так как абсолютная величина простых отношений при этом 
не меняется, то сложное отношение {а, Ъ\ с, d) не зависит от выбора 
прямой / в пучке Р (S). Теорема доказана.
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Отметим, что все построения, которые проводились в пункте 2, 
относились к пучку прямых на евклидовой плоскости.

3. Перспективные соответствия прямых и пучков. Мы будем 
рассматривать проективную плоскость как евклидову плоскость, 
пополненную бесконечно удаленными точками и бесконечно удален­
ной прямой.

Пусть сначала S — обыкновенная точка евклидовой плоскости а  
и р  — обыкновенная прямая на этой плоскости, не проходящая че­
рез точку S. Пусть, далее, А — точка пересечения прямой а пуч­
ка Р (S ) с прямой р. Соответствие, относящее каждой прямой а 
пучка Р  (S) точку А прямой р  и наоборот, будем называть пер­
спективным. Употребляя наглядные термины, можно сказать, 
что перспективное соответствие между пучком Р (S) и прямой а 
получается в результате сечения пучка Р (S) прямой а, а перспек­
тивное соответствие между прямой а и пучком Р (S ) с помощью 
проектирования прямой а пучком Р (S).

Т е о р е м а  7. Сложное отношение четырех прямых пучка 
Р (S) равно сложному отношению четырех соответственных точек 
прямой а.

Рис- 99 где X  и Ү  — точки прямой /, а
Х Ү  — проекция вектора Х Ү  на 

прямую / (предполагается, что на прямой I фиксировано определен­
ное направление).

Тогда для треугольника ABS  будем иметь:

Аналогичные формулы для величин AC, AD  получаем из рас­
смотрения треугольников 4C S, ADS, ... :

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Пусть А , В, C ,D  — четыре точки 
прямой /, соответствующие пря­
мым а, Ь, с, d  пучка Р (5). 
Обозначим через Һ расстояние 
точки S до прямой / (рис. 99). 
Ориентированной площадью тре­
угольника X Y S  назовем число

'а 'Ь 'с 'd

2 0 A BS =  А В  ' /!> 2(JA B S =  I A S  I ' I B S  I S in - 3 ( a > Ь), 

где I AS I, I B S  I — длины отрезков Л5 и BS. Отсюда
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п г . \ B S \ - \ D S \  . w . .  Dn IBS I. ICS I . w . vB D =  J-----—  . 1 sin (b, d)\ BC =  J----------- '■—!----- 1 sin (b, c).
Һ Һ

Отсюда
(A, B\ C, D ) = - 4С1 ВВ =  * іп ^(с , c) ■ sin *  (fe, d) =  ft. ^  ^  

BC • /ID sin (b, с) ■ sin -3 (a, d)

Теорема доказана.
До сих пор введенные в пунктах 1 и 2 настоящего параграфа по­

нятия сложного отношения четырех точек на прямой и четырех пря­
мых в пучке прямых существенно опирались на то, что прямая и 
центр пучка были обыкновенными образами евклидовой плоскости. 
Распространим теперь понятие сложного отношения на тот случай, 
когда прямая является бесконечно удаленной и центр пучка лежит 
в бесконечно удаленной точке.

Итак, пусть ам — бесконечно 
удаленная прямая, а Вк, Ст ,
D — четыре произвольные точ­
ки этой прямой. Пусть S —• обык­
новенная точка пространства и 
Р  (S) — пучок прямых с центром 
в этой точке. Обозначим через а,
Ь, с, d прямые пучка Р (S), для 
которых соответственно точки
А,» в «> С„, D„ (рис. 100) явля­
ются бесконечно удаленными.
Полежим

(А„, B j  С ., D J  =  (а, Ь\ с, d).

Легко видеть, что число {А„, B j,  Сто, D J  не зависит от 
выбора пучка Р (S). Действительно, если Р (5 ') — пучок с цент­
ром в обыкновенной точке S ',  а а ’, 6 ', с , d' — прямые этого пуч­
ка, проходящие через точки А„, В„, Ск, D то, так как пря­
мые а и а ',  b и Ь', с и с', d u d '  параллельны, углы между парами 
соответствующих прямых равны. Поэтому (рис. 100)

(а, Ь\ с, d) =  (а ', b ' ; с', d '),

и, следовательно

(А„, B j  Сж, D J  =  (а ', Ь'\ с', d').

Пусть теперь S M — бесконечно удаленная точка плоскости а  
и а, Ь, с, d  — четыре прямые из пучка Р  (S J .  Тогда прямые а, Ь,
с, d  параллельны между собой (см. рис. 101). Пусть обыкновен­
ная прямая s не проходит через S„. Тогда положим

(а, Ь\ с, d) — (А, В\ С, D).
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Очевидно, что для всякой прямой s', не проходящей через S в 
имеем (см. рис. 101):

04, В; С, D) (А 1, В '; С’, D '),

а ' В ' с ' D’ s'

так как простые отношения трех точек 
(А, В\ С) и (Л, В; D) не меняются 
при параллельном проектировании.

Пусть а  и а ' — различные прямые 
плоскости и S — точка, не принадле­
жащая обеим этим прямым. Тогда 
каждая прямая р пучка Р (S) пересе­
кает а и а' соответственно в точках Л 
и Л '. Соответствие между точками Л 
и А ' прямых а  и а ',  которое при этом 
возникает, называют перспектив­
ным соответствием между прямыми 

а и а ' с центром S  (рис. 102). Двойственное определение для только 
что приведенного следующее. Пусть Р  (S) и Р  (S') — различные 
пучки плоскости и а — прямая, не принадлежащая ни одному из 
этих пучков. Тогда каждая точка Л прямой а вместе с точками S
и S ' определяет две прямые Л 5 и Л 5 '. Сопоставляя одну из этих
прямых другой, мы получаем перспективное соответствие между пуч­
ками Р  (S) и Р  (S') (рис. 103).

Рис. 101

Рис. 102 Рис. 103

Из теоремы 1 вытекает, что при перспективных соответствиях 
между прямыми а и а' или между пучками Р  (S) и Р  (S') слож­
ное отношение четырех точек или четырех прямых остается не* 
изменным.

4. Однородные и неоднородные проективные координаты на 
проективной прямой. В § 3 однородные координаты для точек про­
ективной прямой были введены с помощью соответствия между 
прямыми некоторого пучка Р  (S) и точками проективной прямой а. 
В основе наших построений лежала некоторая фиксированная де­
картова система координат на евклидовой плоскости. Оказывается,
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что однородные координаты для точек проективной прямой могут 
быть введены бесконечным множеством различных способов. Ниже 
дается описание соответствующей конструкции и устанавливают­
ся формулы перехода от одной системы однородных координат 
к другой.

Итак, пусть Р  (S) — пучок прямых на евклидовой плоскости а. 
Рассмотрим базис, состоящий из векторов (см. рис. 104).

е j =  SE ,, е 2 =  S E 2

где числа р ь р 2 одновременно не
равны нулю, а отношение р , : р 2 
однозначно определяется прямой /.

Рассмотрим теперь на плоскос­
ти а  другой базис, состоящий из векторов

и пусть точка М  (хи х 2) относительно этого базиса имеет аф­
финные координаты Х і ,  х 2' . Как известно из главы II, формулы, 
выражающие связь между координатами x it х 2 точки М  в базисе 
е и е 2 и координатами х, , х2' той же точки в базисе е, , е 2 , таковы:

Отсюда следует, что относительно базиса е / ,  е 2 прямая / будет 
иметь уравнение:

(мы предполагаем, что в базисе е и е 2 прямая I задается урав­
нением (*)).

Отметим, что если элементы базисов e lt е 2 и е, , е2 связаны соот­
ношениями

где к ф  0— некоторое постоянное число, то прямая в базисе е , ,  е  
будет иметь уравнение

Обозначим через х ,, х 2 аффин­
ные координаты точки М  относи­
тельно базиса e it е 2. Если M (x itx 2)
— текущая точка на прямой /, 
проходящей через точку S , то урав­
нение прямой / имеет вид:

(р“і а ц +  p 2a i2)  x t'+  (р іа2і +  p 2a 22) x 2 =  0

e \ =  k e {, e'2 =  ke2,

1 ~  ' I 1 ~  ' n- P i  v, +  -  ptx2 =  0,
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или

р А  +  р- А  =  о.
Следовательно, для базисов, которые получаются друг из друга 

подобным преобразованием, прямая I имеет эквивалентные или сов­
падающие уравнения.

Из рассмотрений, проведенных выше, вытекает, что если I — 
прямая пучка Р  (S) — имеет уравнение

'ріХі +  р 2х  2 =  0 

относительно базиса е и е 2, а

~р\ -\-~р'2х'2 =  0

— уравнение I относительно базиса е / ,  е 2 , то

~ Р [ = «иРІ + «1 Л.
^2 =  «21̂ 1 +  «2-Я-

Так как коэффициенты pi и р 2 , определяющие положение прямой
I относительно базиса e it е 2 , и коэффициенты р / ,  р ./, определяю­
щие положение той же прямой относительно базиса е / ,  e 2',  харак­
теризуются с точностью до общего множителя р, то можно сказать, 
что формулы

р"р; -  ЯцР, +  «12#!,
^  ^  ^  ^  ( х )
р ' р ' 2  —  а и Р \  "Ь а и Р - 1

определяют закон изменения коэффициентов р ь р 2 прямой / 
пучка Р  (S) при переходе от аффинной системы координат х и х 2 
к новой аффинной системе координат х / ,  х '2.

Пусть теперь Ь — проективная прямая; тогда можно считать, 
что точки прямой b находятся во взаимно однозначном соот­
ветствии с прямыми пучка Р  (S), т. е. каждой точке В £ b соответ­
ствует определенная прямая I пучка Р  (S). Выбираем теперь про­
извольный базис

ei ^ S E , ,  е 2 =  SE~2

на плоскости а. В аффинной системе координат, порожденной этим 
базисом, прямая I определяется уравнением

P i* i+  р 2х 2 =  0.
Положим

Pi =  Рг> Рг =  Pi-
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Пара чисел p lt р 2 называется однородными проективными (или 
просто однородными) координатами1 точки В  проективной прямой 
Ь. Однородные проективные координаты точки на проективной пря­
мой обладают свойствами 1—5, о которых шла речь в § 3. Напомним 
их:

1. Каждая точка проективной прямой имеет однородные коор­
динаты.

2. Если р и р 2 — однородные координаты точки В, то ppi, 
ррг, где р ф  0, — также однородные координаты точки В.

3. Разным точкам проективной прямой соответствуют всегда раз­
ные отношения р у : рг.

4. Ни для какой точки проективной прямой обе ее однородные 
координаты не равны одновременно нулю.

5. Если р\п) -*■ р° ,р2!) -*■ р°2 и (рі°)2+ ( р 20)2¥=0, то  переменная точка
В  с однородными координатами р\п), р2п) стремится к точке В0

о ос однородными координатами р, ,р2 .
Из свойства 2 вытекает, что каждая точка проективной прямой 

имеет бесконечно много пар однородных проективных координат, 
которые сами по себе не определяются заданием соответствующей 
точки; определяется лишь отношение этих координат. Поэтому со­
вокупность всех наборов однородных координат точки В  удобно 
записывать в виде (ppi, ррг), где р принимает любое вещественное 
значение, кроме р =  0. Любую из двух координат ppi, ррг точ­
ки В, если она отлична от нуля, можно сделать равной единице за 
счет надлежащего выбора множителя р.

Если на плоскости а  выбрать другой базис

е '\ — S E / ,  е2 =  S E 2 ,

то в системе аффинных координат х / ,  х 2\  порожденных этим бази­
сом, прямая I будет иметь уравнение

р[х[ -[- р2х '  =  0.
Положим

Р[ =  РГ2' Р2 =  —  Р[-
Пара чисел р р р2 называется такж е однородными проективными 
координатами точки В  на проективной прямой /.

Формулы перехода от однородных координат р и  р 2 точки В  
к новым однородным координатам имеют вид:

I P'Pi' =  счРі +  са рг,
| р р2 =  c21Pi cizP2,

1 Такое определение однородных координат согласовано с определением,
данным выше на стр. 162 в § 3 гл. 111.

181



где
С =  (си 

\ С 21

/  =  -і-р ' и А =

и определителя

Сгг)
=  А -

«и а12
аг: агг
матрицы

А == (« и

Ь = аи
аг\

2̂2

Ф 0 (см. формулы ( I  )).

‘12

а.,,:

был выявлен выше. Именно матрица А  описывает переход от новых 
аффинных координат х[, x \ точки М  к ее старым аффинным коорди­
натам Xj, х2.

Если для точек проективной прямой введены однородные проек­
тивные координаты р„ р2, то от них часто бывает полезно перейти 
к так называемым неоднородным проективным координатам, ко­
торые вводятся по следующей формуле:

<7 =  ~  •
Рг

Если р[, р'2 — другая система проективных однородных коорди­
нат на прямой Ь, то по ней можно ввести проективные неоднород­
ные координаты тем же приемом

р>
Связь между разными системами неоднородных проективных коор­
динат осуществляется с помощью формулы

_ Р Р[ _ cl lP l  4~ С12Р2 _ сиЯ Ч~ с12
р'р2 с2іРі +  сггРг сгіУ -f- С22 ’

причем Сц С12 ф  0, так как СЦ С12
С21 С22 С21 С22

_1_

Д '

Из последней формулы видно, что если с21 ф  0, то с помощью 
разных систем неоднородных проективных координат на проектив­
ной прямой Ъ выделяются в качестве бесконечно удаленных различ­
ные точки. Более того, надлежащим выбором базиса

e / = S £ p е'2 =  SE'2
можно добиться того, что любая точка проективной прямой b станет 
бесконечно удаленной. Д ля этого векторы е'{ и е'2 надо выбрать так, 
чтобы

с,1 q +  с 22 =  0 .
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5. Сложное отношение четырёх точек проективной прямой и его 
выражение через неоднородные проективные координаты точек.
Пусть на проективной прямой b введены однородные проективные 
координаты р и р 2 и

— неоднородная проективная координата, построенная по коор­
динатам р {, р 2.

Тогда на евклидовой плоскости а , согласно способу построе­
ния однородных проективных координат р х, р2 на проективной 
прямой, b соответствует некоторый пучок Р (S )  такой, что если 
некоторые неколлинеарные векторы

е х =  S E t, e 2 =  S E 2
принять за базис на плоскости се, то точки проективной прямой с 
координатами р ,, р2 находятся во взаимно однозначном соответ­
ствии с прямыми

Р Л  +  Р2Х 2 =  0

пучка Р (S); здесь p t =  р2, р2 =  — р,. Отсюда следует, что точ­
ке В £ b с неоднородной проективной координатой

Р 2

в пучке Р (5) соответствует прямая
I : Xj — qx2 =  0.

Если q — оо (р г =  0), то точке В  £ b в пучке Р (S) соответ­
ствует прямая х 2 =  0.

На плоскости а  рассмотрим прямую а, имеющую относительно 
базиса e v е 2 уравнение хг =  1.

Прямая x t — qx2 =  0, принадлежащая пучку Р (S ), пересе­
кает прямую а в точке (q, 1), а прямая х2 =  0 пересекается с пря­
мой а в точке (оо, 1), т. е. в бесконечно удаленной точке прямой о. 
Поэтому, если прямой

I : х, — q х2 =  0
сопоставить точку

L  (<7, I)
прямой а:

*2 1»
то мы получим перспективное соответствие между пучком Р (S)
и прямой а. Так как

Ху =  q
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— декартова координата на прямой а, то сложное отношение лю­
бых четырех точек Lj, L2, L3, прямой а  находится по формуле:

П  I  . т Г \ __ L xL 3 •£ 2^4 __q 3 — Qi q t
\  1 > ^ 2 ’ 3* ^ 4 /  —  r t  t r —  *

L2L3 • Z-iZ-4 Q3 — 92 9 l  — <?1

Пусть /1( l2, l3, /4 — прямые пучка P (S) , отвечающие, в силу ус­
тановленного выше перспективного соответствия, точкам L y, L v  
L 3, L4, тогда по теореме 1 § 5 будем иметь:

0 1> 2̂’ (3> 4̂) (̂ 1» ^2' ^ 4) —
<?3 —  ? 2  —  <?1

О п р е д е л е н и е  1. Пусть точкам В {, Вг, В 3, В 4 проектив­
ной прямой b в пучке Р (S) отвечают прямые " /,, /2, /3, /4, причем 
соответствие осуществляется с помощью построения однородных 
проективных координат pv р2 по базису e v е 2 . Тогда сложным от­
ношением четырех точек B v В.г, В 3 ,В4 проективной прямой b на­
зывается число (В,, В2; В 3, В ,), равное сложному отношению четы­
рехпрямы х  /(, /2, /3, lke пучке Р (S) (см. п.2 настоящего параграфа), 
т. е.

(В,, В 2; В 3, В4) =  (/„ /2; L, /4).

Из проведенных выше рассмотрений вытекает Следующая 
Т е о р е м а  8. Велм

Р,(,) р ,(2) р !3) р |4>
„  (1)  ’ р (2)  ’  „ ( 3 )  ’ " (4)р 2 р 2 р 2 Рг

— неоднородные проективные координаты точек В ,, В,,, В 3, В4 пря­
мой Ь, то справедлива формула

(Bt, В2; В3, В4) =  . -24П5*. _
< 7 з ---- 9 2  < ? 4 — 9 l

Д ля того чтобы определение 1 было корректным, нам надлежит 
установить, что оно не зависит от выбора базиса в пучке Р (S).

Т е о р е м а  9. Пусть для точек проективной прямой Ь с 
п о м о щ ью  д в у х  б а зи с о в  е {, е г и  е| ,  е , п о с т р о ен ы  две  н е о д н о р о д н ы е  
проективные координаты q и q '. Пусть далее В и В2, В 3, В4 — 
четыре произвольные точки проективной прямой Ь, имеющие в двух 
указанных системах проективных координат координаты qu q[\ 
Яг, Я 2; Яз, Я у  Я» Яг  Тогда



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из результатов п. 4 § 5 гл. I l l  выте­
кает, что если q и q' — неоднородные проективные координаты од­
ной и той же точки В  прямой 6, построенные соответственно по ба­
зисам е и е 2 и е { , е2 , то

, _  ад +  р

причем

Отсюда

ү<7+б’

Ф 0.

X

Чз — Чі . — ?2 _  (а<7з +  Р) (ү?і +  5) — (aqt 4- Р) (уд3 +  б) ^
Яз —  ?2  ?4  —  +  Р) (Ү<7г 4 -  б )  —  ( a q 2 +  Р)  ( y q 3 +  6 )

(«<74 +  Р) ( №  4 - б) — («?2 +  Р) (\q j  4- А) _
(«*<74 4- Р) (ү<7і +  6) — (а?1 +  Р) (ү?4 +  S)

=  (аб — Рү)(<73 — <7t) _ ( а б — Рү)(дА — дг) _  д3 — д1 > <74 — ?2 '
(аб — рү) (<7з — <7г) (<*S — Рү) (<?4 — <7і) <73 — <7г <74 — <7і ’

Теорема доказана.
Из теоремы 3 вытекает, что определение сложного отношения 

четырех точек проективной прямой, не зависит от способа введения 
неоднородных проективных координат на проективной прямой.

6. Введение неоднородных проективных координат с помощью 
сложного отношения. Пусть на проективной прямой b введена 
неоднородная проективная координата q. Фиксируем на прямой b 
три различные точки В {, В 2, В 3 и рассмотрим сложное отношение

(B v В 2, В 3, М),

где М  — переменная точка прямой Ь.
Как было выяснено в п. 1 § 5, число

vm =  ( в „  в 2, в з, М)

однозначно характеризует положение точки М  на проективной пря­
мой Ь. Э то число  мы н азв ал и  п роекти вн ой  к оорди н атой  точки М . 
Покажем, что число

=  (B lt В.,-, В 3, М)

является также неоднородной проективной координатой точек пря­
мой Ь.

Действительно, если qit q2, q3, q — соответственно неоднород­
ные проективные координаты точек B v В 2, В 3, М , то, как следует 
из теоремы 2 п. 5 § 5 гл. III ,

vm =  (£,, В2; В3, М) =  Чя~ Ь .  .
д3 -  <7г g — gi
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Полагая здесь
Яз — Яі . r _________Яз — Яі

Из­
будем иметь, что

„ = . р ы  у  =  1, 6 = -  ?1,
Яз — Яг ?3 — Яг

_  aq +  Р 
Vm =

а  р __ Я з —  Яі 1 — <72 (Яз -  Яд (Я2 -  <7і)
у  6

1

<5 W 1 1 —  <7, Яз —  Яг

ү<? +  6

Ф 0.
Я 3 — Я 2

Отсюда следует, что система чисел
хм =  (Қ , В2; В3, М)

представляет собой систему неоднородных проективных координат 
на прямой Ь.

Итак, если на проективной прямой b фиксированы три различ­
ные точки B l t B 2, B 3 , то для любой точки М  этой прямой с помощью 
сложного отношения определена неоднородная проективная коор­
дината

vm = (Si, B r ,  В 3, М ) .

Как мы знаем (см. п. 1 § 5 гл. III),
vB, =  оо, \ в , =  0, v/33 = ] .

Отсюда вытекает, что если на проективной прямой Ь произволь­
но фиксировать три различные точки B lt  В 2, В 3 и отнести в качестве 
значений неоднородных проективных координат точке В і —  оо, 
точке В г  — 0 и точке В 3 — 1, то для произвольной точки М  пря­
мой b значение неоднородной проективной координаты \м  находит­
ся по формуле:

Vm — ( В і ,  В г ;  В 3, М ) .

Имеет место следующая основная теорема, полностью описы­
вающая структуру множества всех систем неоднородных проектив­
ных координат q, которые могут быть построены для точек проек­
тивной прямой.

Т е о р е м а  10. Пусть b — проективная прямая. Тогда, ка­
кова бы ни была система неоднородных проективных координат q, 
построенная для точек Ь, ее можно получить следующим построени­
ем: обозначим через В  і точку, для которой qi= oo, через В. ,  точку, 
для которой q2= 0, и, наконец, через В 3 точку, для которой q3 =  1. 
Д ля  любой точки М  прямой b положим

vm =  ( B it В 2; В 3, М ),
тогда

vm =  q-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как мы знаем, любая система неод­
нородных проективных координат q может быть получена через 
однородные проективные координаты p v р2 точек прямой Ь, от­
правляясь от некоторого базиса e v е 2 в пучке прямых Р (S) на
евклидовой плоскостиа. Если В и В2, В 3, М  — точки, о которых
идет речь в условии теоремы 4, и числа qu q2, q3, q — соответ­
ственно их неоднородные проективные координаты, то по теореме
2 будем иметь:

Vm =  (Bj, В2; В3, М) =  lim (В, В»; В ;, М) =
в-, в,

=  l i m  Чз ~ Ч в  Я ~ Я г  _  Я —  Яг .
-*■ “ Яз — Я г Я —  Я в  Яз Яг

здесь через В и qa обозначена точка прямой b и ее проективная 
координата. Отсюда

Яз — Яг

так как

Чг — 0, q3 =  1.

Теорема полностью доказана.

§ 6. Проективные преобразования проективной прямой

1. Понятие проективного преобразования. Пусть для точек про­
ективной прямой Ь введена проективная координата q. Рассмот­
рим соотношение

q' __ °iiЯ +  «12  ̂ ф
аг і Я  +  а г г

где ап , а 12, а21, а22 — некоторые постоянные числа и

Ф 0.

На формулу (*) можно смотреть с двух разных точек зрения. 
Во-первых, соотношение (*) можно рассматривать как формулу 
перехода от одной проективной координаты q точки В к другой 
проективной координате q' той же точки. Вторая точка зрения сос­
тоит в том, что каждой точке В проективной прямой Ь, имеющей 
неоднородную проективную координату q, сопоставляется точка 
В ' той же прямой Ь, имеющая неоднородную проективную коорди­
нату

gt _  о ц Я  +  Д12 

a 2 lq +  а22 ’
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Тем самым на проективной прямой b определяется некоторое точеч­
ное преобразование ф. Оно и называется проективным.

Таким образом, п р о е к т и в н о е  п р е о б р а з о в а н и е  п р я м о й  b
можно кратко охарактеризовать как преобразование, которое задает­
ся дробно-линейной функцией неоднородных проективных координат 
точек прямой b:

2. Свойства проективных преобразований прямой.
Т е о р е м а  1. Проективное преобразование прямой есть взаим­

но однозначное отображение этой прямой на себя.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть на проективной прямой b 

введена неоднородная проективная координата q. Пусть, далее, 
Ф — проективное преобразование прямой Ь. Тогда ф аналити­
чески описывается формулой

Очевидно, что ф — однозначное отображение прямой b в себя. Д о­
кажем, что преобразование ф преобразует прямую b на себя и у пре­
образования ф есть обратное ф~‘, которое также преобразует пря­
мую Ъ на себя.

Прежде всего выясним, в какую точку переходит при преобра­
зовании ф точка с координатой q =  со. Ее мы ниже будем называть 
бесконечно удаленной и обозначать В Могут представиться два 
случая:

а) «г, Ф 0. В этом случае точка В*, имеет образом точку В '

с координатой <?' =  — .
°2l"

б) о21 =  0. Так как

то ан Ф 0 и #22 Ф 0. Поэтому преобразование в этом случае за­
дается формулой

q/ _  апЯ ~+~ ai2
a2lQ “Ь °22

при условии, что

aU °12 ф  0. 
°21 а22

, _  an q +  g13 
a2l9 +  °22

где

Д =  аи а12 ф  0,
я2| а22

ан ai2 , q 
а ,, а , .

а12
°2 2
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из которой следует, что бесконечно удаленная точка В ю переходит 
сама в себя.

Из формулы ( £ ) следует также, что преобразование ср является 
аффинным преобразованием прямой Ь. Поэтому оно взаимно одно­
значно.

Таким образом, аффинное преобразование получается из проек­
тивного при условии, что а 2, =  0. В дальнейшем мы будем предпо­
лагать, что а2[ ф  0.

Тогда прообразом бесконечно удаленной точки очевидно,
будет точка В 0 с координатой q0 = — —  . Д ействительно, так  как

?а. а ,

а21 
Ф 0,

22
то отношения а 1( : а 12 и а21 : агъ не равны между собой, и посколь­
ку

а 22 =  ^ 2 1  (  )  +  ° 2 2  =  0 '021/
то точка В0 переходит в точку прямой Ь, у которой

q ' =  оо,
т. е. в бесконечно удаленную точку В

Пусть теперь В ' — произвольная точка прямой b с координа­
той q ' , которая не равна оо и не равна — .

а 21
Рассмотрим на прямой b точку В  с координатой

°22 , 012 
A q ~~ Д

_ Е 2 1  , , £ и  
Д 4 ^  Д

Так как q ' Ф оо и q ' Ф — , то точка В отлична от точек В0 и
аг 1

В . Далее, легко проверить, что
a nQ  +  a i2 __ д '

а 2іЯ 4~ а 22
Поэтому образом точки В  при преобразовании ф будет точка В '. 
Таким образом, доказано, что проективное преобразование ф:

q/ _  апЯ +
a2lQ °22

переводит прямую Ь на себя. Далее, формула
°22 , __ ^12

_  А ? А / * \
«21 , в ц  ’ I * * /

-  +  Т
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очевидно, задает обратное преобразование <p_1 для преобразования 
Ф, которое также является проективным, поскольку

°22 — ап
д д

~  а21 °1|
д д

д

1 И з формулы (***) следует, что ф-1 — однозначное отображение 
проективной прямой Ь на себя. ,

Итак, нами доказано, что ф есть взаимно однозначное отобра­
жение проективной прямой b на себя.

Отметим две теоремы, которые были попутно установлены при 
доказательстве теоремы 1.

Т е о р е м а  2. Пусть на прямой b задано в неоднородных проек­
тивных координатах проективное преобразование ф:

Д ля  того чтобы это преобразование было аффинным, необходимо и 
достаточно, чтобы а?Л =  0.

Так как условие а21 =  0 эквивалентно условию, что при преоб­
разовании, ф бесконечно удаленная точка переходит сама в себя, 
то теорема 2 допускает следующую эквивалентную формулировку:

Т е о р е м а  2а.  Пусть на прямой Ь задано проективное преоб­
разование ф. Д ля того чтобы ф было аффинным преобразованием, 
необходимо и достаточно, чтобы бесконечно удаленная точка пере­
водилась этим преобразованием сама в себя.

(Подразумевается, что ф задано формулой и беско-

Т е о р е м а  3. Пусть ф — проективное преобразование прямой 
Ь, заданное в неоднородных проективных координатах формулой

11 ап ф  0.
21 ° 2 2

нечно удаленной точке соответствует координата q =  оо).

q '  —  аи̂1 gi2

°2 l Я +  “ 22
А =  а11 °12 Ф  о. 

а 21 а 22

Тогда ф имеет обратное отображение Ф ~\ которое является 
проективным и которое в тех же координатах задается формулой



При этом если прямому отображению соответствует матрица

А =  («и ЛІ2

то обратному отображению соответствует матрица
022
д

-о12

-о21 а 11

Д

являющаяся обратной для матрицы А.
Т е о р е м а  4. П ри проективных преобразованиях проектив­

ной прямой сложное отношение четырех точек не меняется.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ср — проективное преобразо­

вание прямой Ь, заданное в неоднородных проективных коорди­
натах формулой

Ц‘ =
а п Я  ~Ь а і~

-*22
Ф  о.

a2lЯ Н~ а22
Пусть В у, В2, В,, В4—четыре произвольные точки прямой b, a qt, 
Яъ Чз> <74—их координаты. Обозначим через В ', В'2, В'3, В\ обра­
зы этих точек, а через q[, q2, q'v  q\ координаты точек В ', В ', В'3, 

Тогда при k  =  1, 2, 3, 4 имеют место равенства:
, _  an qk +  0x2 

Чк

Далее,

(В(, В2; В3, B J 

(Вц В2; В3, В4)

О ц Я Л  2̂2

_  — 9t
— ?2

_  Я з ~  яI

Я 4 —  ? 2  

<?4 —
Я\̂ ~Я<1

Яз - Я  2 -  ?1

Повторяя дословно вычисления, проведенные в доказательстве 
теоремы 9 п. 5 § 5 гл. III , и пользуясь условием, что

12 Ф о,

получим:

-  я\ ч\
Яз ?2 Я4— ?1

Таким образом, .(Bt, В2; В3, В4) =  (В ', В '; В ', В '). 
Теорема доказана.
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Т е о р е м а  5. Всякое проективное преобразование проектив­
ной прямой полностью определяется, если известны образы трех 
различных точек при этом преобразовании.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ср — проективное преобразо­
вание проективной прямой Ь. Пусть В ь В 2, В 3 — три различные 
точки прямой, для которых известны их образы — точки В / ,  В 2', 
В / , также лежащие на прямой Ь. Пусть М  — произвольная точ­
ка прямой Ь, тогда ее положение полностью определяется числом

'vm= ( В i ,  В 2\ В з ,  М ) .

Пусть М '  — образ точки М ,  тогда ее положение на прямой Ь пол­
ностью определяется числом

чм'*= { В у  , В 2 ; В3', ЛГ).
По теореме 4

v*=  { В и В2; В3, М )  =  (В/, В2'; В3', М ' )  =  vM>.
Так как точки В,, В 2, В' известны, а число определяется 

заданием точки М ,  то по точкам В', В2, В3, М  точка ЛГ нахо­
дится однозначно.

Теорема доказана.
Из теорем 4 и 5 вытекает следующая теорема.
Т е о р е м а  6. Д ля того чтобы взаимно однозначное точечное 

отображение проективной прямой b на себя было проективным, 
необходимо и достаточно, чтобы оно сохраняло сложное отношение 
любых четырех точек прямой Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия теоремы не­
посредственно вытекает из теоремы 4, • а его достаточность — из 
теоремы 5.

Теорема 6 дает геометрическое описание проективного преоб­
разования прямой, которое уже не использует координатного пред­
ставления проективного преобразования.

3. Проективное преобразование в однородных координатах.
Пусть b — проективная прямая. Д ля точек В прямой b введем од­
нородные проективные координаты p v р2. Обозначим через q не­
однородную проективную координату для точек В £ Ь, которая 
строится по координатам р и р г обычным образом:

<7 —  — •
Pi

Пусть, далее, <р— проективное преобразование прямой Ь, которое 
в координатах q описывается формулой:

q, _  _altg -[ _д12 ап al2 ^  0 _
°21 Я 4" а22 @21 ^22
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Так как

то
P j __ fll tP l  +  a l2P2

Р', a 2 lP l +  Я22Р2

Отсюда следует, что существует число р ', отличное от нуля, такое, 
что

Соотношения (*) называются координатным представлением 
проективного преобразования ср в однородных координатах р ь р 2.

Таким образом, в однородных координатах р ь  р 2 всякое про­
ективное преобразование <р с точностью до постоянного множителя 
р' представляется линейным невырожденным преобразованием:

4. Группа проективных преобразований прямой. Под произве­
дением двух проективных преобразований ср и г|) проективной пря­
мой b будем понимать результат их последовательного применения.

Т е о р е м а  7. Совокупность проективных преобразований 
проективной прямой b образует группу относительно операции 
умножения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проективное преобразование пря­
мой b можно определить, согласно теореме 6 п. 2 настоящего па­
раграфа, как взаимно однозначное преобразование точек этой пря­
мой, при котором сохраняется сложное отношение. Отсюда непосред­
ственно следует, что произведение двух проективных преобразо­
ваний прямой есть снова проективное преобразование.

Так как для произведения трех преобразований справедлив за­
кон ассоциативности, то произведение трех проективных преобра­
зований прямой подчиняется закону ассоциативности (см. § 9 
гл. I).

Тождественное преобразование точек прямой Ь, относящее каж ­
дой точке В  £ b ее саму, представляет собой проективное преоб­
разование. Его мы будем обозначать, как обычно, через е. Преоб­
разование е играет роль единицы относительно операции умноже­
ния проективных преобразований.

Согласно теореме 3 п. 2 настоящего параграфа, каждое проектив­
ное преобразование ср прямой b имеет обратное ср-1, которое также

р 'р і '= а 11р 1+  а 12р2, 

р 'Р 2 = а2іРі+ а22ІҺ-
(*)

Р Pi — auPl~{~ а12Р2' ali a \2  ф  0

P P2 ~  ^2lPi ~Ь 2̂2̂ 2> 2̂1 2̂2
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является проективным. Далее, если в неоднородных проективных 
координатах q преобразование ср имеет представление

а1іЧ Н~ а12я - НхЯ ~Т а22
где

А =
•*22

Ф о.

то ф-1 в тех же координатах имеет представление
аг 2 ■ — “хз

- °2 1
Я +

Д ’  ' д

Так как матрица преобразования ср

А = а.
а,22

обратна к матрице преобразования Ф7 1, то справедливо соотноше­
ние

фф-1 =  е.

Выполнение этого соотношения легко проверяется непосред­
ственными вычислениями. Справедливость того же соотношения 
можно установить также и несколько более изящным способом, 
не прибегая к вычислениям.

Записав преобразование ф в однородных проективных коорди­
натах р ь р 2:

рУі =  ЯцРі +  «ігРг- 

p 'p ; = a 21p i - f  ОгзРг.
и преобразование ф-1 в тех же координатах:

р'У, =  ~ rP i + —  a 12
Pv

Р Рг
— “21

P l + ^ P 2,

и заметив, что произведению преобразований ф и ф-1 соответствует 
проективное преобразование с матрицей, равной произведению мат­
риц преобразований ф и ф-1, получим, что проективному преобра­
зованию фф- соответствует матрица 

'1 0\
(о т>

Поэтому фф-1 =  е.
Теорема доказана.
Отметим ряд важных следствий, вытекающих из построений, 

которые были использованы в доказательстве теоремы 7.
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С л е д с т в и е  1. Пусть на проективной прямой b введены 
однородные координаты р ь р 2. Тогда любое проективное преобра­
зование ф прямой b в координатах р ь  Рг можно записать в виде

I р ' р ^  анр { +  а і2р2,

\ Р'Рч' =  а2іРі +  а2‘іРг>
где

А  =

— неособенная матрица.
Обратно, каждой неособенной матрице А с помощью однород­

ных координат р и р 2 отвечает некоторое проективное преобразова­
ние

Р Р 
р'р

=  a^Pi +  ai2p.lt 

=  anPi +  а-ггРг
прямой b.

Д ве матрицы

А = М и  В = ( Ь“ М  
U ,  a j  а  1 Ьи b j

называются пропорциональными, если существует число к Ф  0 та­
кое, что

В =  ХА,
т. е.

(Ьи Ь12\ / Х а п  Яд,Л 
\b-ii b j  \xa2l XaJ-

Легко видеть, что пропорциональные неособенные матрицы, и 
только они, порождают с помощью однородных проективных ко­
ординат р и  р г одно и то же проективное преобразование ф. Таким 
образом, между проективными преобразованиями прямой b и 
классами, состоящими из неособенных пропорциональных квадрат­
ных матриц второго порядка, устанавливается взаимно однознач­
ное соответствие.

П оэтом у м атри ц а вида

(о ")• а * °
порождает тождественное преобразование, а матрица

а22 —  о*
- йді

порождает преобразование ф-1, .обратное к преобразованию <f:

Р'Р і' =  а ц Р і-Т  аі2р2,
Р'Рі =  « 2 іР і+  а пРг-
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С л е д с т в и е  2. При последовательном выполнении проек­
тивных преобразований cpi и ф2 прямой Ь, т. е. при построении про­
изведения преобразований ф, ы ф2 матрицы и А ъ отвечающие 
этим преобразованиям, перемножаются. Проективному преобра­
зованию ф 2фь таким образом, соответствует матрица A 2A i .

Квадратная неособенная матрица

А = а.21 %
называется положительно унимодулярной, если

ан >  0 и det А
21

=  1.

В каждом классе неособенных пропорциональных квадратных мат­
риц второго порядка есть только одна положительная унимоду- 
лярная матрица. Далее для краткости такую матрицу будем назы­
вать просто . унимодулярной.

Обозначим группу квадратных неособенных матриц второго 
порядка относительно умножения через Ш 2. Совокупность всех 
унимодулярных матриц второго порядка, очевидно, образует не­
которую группу Ш 2, которая является подгруппой Ш2.

Группу всех проективных преобразований проективной пря­
мой Ъ будем обозначать ф ь.

Из следствий 1 и 2 вытекает следующая важная 
Т е о р е м а  8. Если каждому проективному преобразованию 

Ф  £ ф ь проективной прямой b поставить в соответствие унимо- 
дулярную матрицу

А =  (ап
\ ^2i а. >2!

которая в данной фиксированной системе однородных координат  
p lt р -i задает преобразование ф, то указанное соответствие есть 
изоморфизм между группами g ь и Ш2.

§ 7. Инволюции

Проективыое преобразование ф проективной прямой Ъ называется и н­
волюцией, если оно удовлетворяет условию

Ф2 =  е
и отлично от тождественного преобразования е. Это условие эквивалентно 
требованию, чтобы

ф =  ф-1,
т. е. чтобы преобразование ср совпадало со своим обратным.

Пусть на прямой b введены однородные координаты olt рг и преобразо­
вание ф определено формулами:

( P 'P i '— а п Р і  +  а ііРг< а п  a i2
1 Р Р г ,=  <*2iPi +  a22p2, o2l 022
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Найдем условия, которые нужно наложить на матрицу 

Л /«11 «12 
\ « 2 1  « 2 2

чтобы преобразование <р было инволюцией.
В силу следствия 2 п. 4 § 6 гл. I l l  преобразованию <рг< соответствует 

матрица
_ /  « ^ - ( - 0 x2 0 2 1  ОцОі2  +  «1 2 «2 г\

\  «21« 11 “4“ «22«21 °21«12 +  « 2 2 ) '
Эта матрица будет соответствовать тождественному преобразованию, если она 
имеет вид:

(г :)■
где g Ф 0 — некоторое число (g =  1, если преобразование <р задать с помо­
щью унимодулярной матрицы).

Достаточным условием для того, чтобы было
0\

о g.
А2 :

является равенство
« 1 1  =  —  « 22-

Одновременно условие оп  =  — 0 2 2  гарантирует, что ф не есть тождествен­
ное преобразование. Таким образом, равенство

. Оц 022 ~  О 
есть достаточное условие того, чтобы преобразование

; «1 1 Р1 +  «1 2 Р2 .I P'Pi =  
\  р > 2' =  '*Р , ,

: «21 Pi  +  «22Р2 
было инволюцией.

Пусть теперь ф — инволюция. Тогда необходимо выполняются условия
а'\ +  o12o21 =  a210 i 2 +  а \

«21 “ll 2̂2̂ 21 “  «11̂ 12 Н“ О12О22 “  0.
Эти соотношения можно записать в виде:

(Оц --  0 2 2 ) (Оц +  0 2 2 ) =  О,
«2і(«11 +  «22) =  012(0ц +  022) =  О,

Если бы Оц +  0 2 2  Ф 0, то мы имели бы
а11 =: Й23, Cliz =  a^l О»

и ф было бы тождественным преобразованием, что невозможно, так как мы
предположили, что ф — инволюция.

Поэтому необходимо выполняется условие
О ц  +  0 2 2  =  0 .

Итак, доказана
Т е о р е м а  1. Проективное преобразование ф прямой Ь, заданное в 

однородных координатах формулами

|  Р 'Р [  —  « І іР і  +  «12Р2. «11 «12
\  Р Р'2 —  « 21Р 1 +  “ ггР г. “ 21 °22

будет инволюцией тогда и только тогда, когда оп  +  о22 =  0.
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Если проективное преобразование ф прямой Ь является инволюцией, то 
оно обратно самому себе; следовательно, из равенства

В' =  Ф (В)
вытекает

в  =  Ф (S ') ,
где В и В'  — точки прямой Ь. Оказывается, что если это обстоятельство име< 
ет место хотя бы для одной пары несовпадающих точек, то проективное пре­
образование ф есть инволюция.

Т е о р е м а  2. Пусть ф — проективное преобразование прямой Ь и 
пусть существуют различные точки B 1(i b и Ва£ £> такие, что

Вг =  ф (Si),
Bj =  ф (В2);

тогда преобразование ф есть инволюция.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ф переставляет две различные точки 

Вх и Вг прямой Ь, то ф не есть тождественное преобразование. Далее, если 
С — произвольная точка прямой Ь и С' =  ф (С), то точки B lt Вг, С, С  пе­
реходят в точки Вг, В1( С ',ф  (С'). Так как преобразование ф сохраняет слож­
ное отношение, то

(Ви  В2; С, С') =  (Ва, B i, С', ф (С')) =  (Blt В2; ф (С'), С').

Отсюда С =  ф (С') =  ф2 (С). Так как С — произвольная точка прямой Ь, 
то теорема доказана.

Из теоремы 2 в свою очередь вытекает
Т е о р е м а  3. Если Вь  Вг, В3, В4 — четыре различные точки прямой Ь, 

то существует только одна инволюция ф прямой Ь, при которой
Вг =  Ф (Вх)

и

=  Ф (BJ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, по теореме 5 п. 2 § 6 гл. III 
существует только одно проективное преобразование ф прямой Ь, переводя­
щее точки В3, В4 и Bj в точки В4, В3 и Вг. По теореме 2 это преобразование 
будет инволюцией.

Докажем теперь основную теорему настоящего параграфа, которая по­
зволяет свести любое проективное преобразование прямой b к произведению 
инволюций.

Т е о р е м а  4. Проективное преобразование ф прямой Ь, не являюще­
еся инволюцией, представимо в виде произведения двух инволюций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим вначале, что при любой инволюции 
Фх прямой b имеем: ф? =  е.

Пусть теперь ф£ i p ь и ф не является ни тождественным преобразованием, 
ни инволюцией. Тогда найдется по крайней мере одна точка В , которая при 
преобразовании ф не остается на месте и не переставляется со своим образом. 
Положим

С =  ф (В) и D — ф (С).
Тогда С не совпадает с В, a D не совпадает ни с точкой В, ни с точкой С. 

Далее, существует проективное отображение ф1( переводящее точки С, В, D 
в точки С, D, В. По теореме 2 настоящего параграфа фл есть инволюция. Пре­
образование ф2 =  ффх переставляет точки D и С и потому также является 
инволюцией.
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Отсюда вытекает, что
ф =  ф . е =  ф . фі* =  (ффі) ф, =  ф2фі

есть произведение двух инволюций. Теорема доказана.

§ 8. Неподвижные точки проективных преобразований прямой 
и их связь с инволюциями

Пусть ф — проективное преобразование прямой Ь, заданное в однород­
ных координатах p lt р г формулами

P 'P i  —  « п Р і  +  “ ігРг> 

р 'р / =  “ 21Р 1 +  а г і Р ъ

Оц Яі2
а21 «22

ФО.

Рассмотрим вопрос об отыскании неподвижных точек преобразования ф, 
т. е. таких точек, которые преобразованием <р переводятся сами в себя.

Если р\, р \ — координаты неподвижной точки, то для чисел_pj, 
имеем систему уравнений:

р 'р°  =  а 1ХР| -(- а12р?2 ,

Р ' р \ =  Р°\ +  а22Р2'

причем р'Ф  0. Подставляя в тождество р \ р \ — р \  р \ — 0 вместо р \ и 
Р2 их значения, получим:

Pi ( “ 21 р \ + “ 22р“) ~ РІ (“иР°1 + “ 12Р 2) = °-

Последнее соотношение представляет собой квадратное уравнение

“21 <?и + (“22 — “ 11) <7о — “12 = 0 (*)

Pi
для неоднородной проективной координаты q0 =  —  неподвижной точки.

Р2
Пусть

А = (“22 — Оц)2 + 4 Й12 «21

— дискриминант уравнения (*).
Если <р — тождественное преобразование, то =  а21 =  0, аи  =  аза 

и левая часть уравнения (*) есть тождественный нуль. Это означает, что каж­
дая точка при тождественном преобразовании ф остается неподвижной. Если 
Ф отлично от тождественного преобразования, то оно называется:

а) эллиптическим, если А <  0 , — в этом случае преобразование <f не 
имеет неподвижных точек;

б) параболическим, если А =  0, — в этом случае имеется одна непод­
вижная точка',

в) гиперболическим, если Д > 0 , — в этом случае преобразование ф име­
ет две различные неподвижные точки.

Т е о р е м  а 1. Параболических инволюций не существует.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если <р — инволюция прямой Ь, то а и  
- 0 2 2 . Поэтому дискриминант Д уравнения (*) принимает вид:

Д — 4 (вц “ і2а2і) — — 4 (au a22 — Яі2°2і) — — 4

Так как ф — параболическое преобразование, то
Д =  0.

Следовательно,
О ц  “ і 2

Оц
“21

11

«21 022
: О,

что невозможно. Поэтому параболическое проективное преобразование ф не 
может быть инволюцией.

Теорема доказана.
Т е о р е м а 2. Если  Вх, Вг — неподвижные точки гиперболического про­

ективного преобразования ср, то сложное отношение (Вь  Вг; С, ф (С)) постоян­
но для всех точек С ^ Ь ,  отличных от В j и Вг.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ср — гиперболическое проективное пре­
образование прямой Ь, имеющее две различные неподвижные точки Вх и 
Вг. Д ля любой пары точек С и D, не являющихся неподвижными и переходя­
щих в точки С', £>', из инвариантности сложного отношения вытекает, что

(Bj, Вг; С, D) =  (fllt В2; С', £>')•
неоднородные проективные координаты точекПусть q u  92, с, d, с ' , d '-  

Вх, Вг, С, D, С ', D ', тогда

с — 9і ■<?2 с' — 9l d' — q2
c — q2 d —  qt с' —  q2 d' — qt 

Перестановкой сомножителей в этом равенстве получаем:

(Bt, В2; С, С') =
с — <7i с' — дг d — дг d ' — q2

qx d — q 2 d ' — ^
=  (Bt , B2; D, D').

Так как точки С и D  были взяты на прямой b произвольно, то теорема дока­
зана.

Пусть на проективной прямой b фиксированы точки В г и Вг. Точку ЛГ £ 6 
будем называть гармонически сопряженной с точкой М  относительно точек 
Вх и Вг, если (Blf В2; М , ЛГ) =  — 1.

Четверку точек Вх, Вг, Л1, ЛГ 
проективной прямой Ь, для кото­
рых выполнено соотношение

(Bj, В2; М , ЛГ) =  — 1,
называют гармонической.

Наглядно четверку гармони­
ческих точек Вц Вг\ М , ЛГ на 
прямой Ь удобно интерпретиро­
вать на евклидовой плоскости 
следующим образом (см.рис. 105).

Если базисные точки Вх и Вг 
фиксированы, а точка Л1 задана, 
то из условия

(B lt Вг; М , ЛГ) =  — 1Рис. 105
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в ы т е к а е т ,  что

т. е.

(Ву в 2\ М)
(Вх, В 2; ЛГ)

(В х, Вг; М) =  — (В х М').

Рис. 106

Е сли  теперь на евклидовой  плоскости  взять  точку  S  т ак ,  чтобы п р я м а я  S M  
бы ла  биссектрисой внутрен н его  (внешнего) у гл а  S  т р еу г о л ьн и к а  B xSBz,  то 
п р я м а я  S M '  будет биссектрисой  внешнего (внутреннего) у г л а  при вершине S  
того ж е  т р еу г о л ьн и к а  B XS B 2 . Т а к  к а к  угол м еж ду прям ы м и S M  и S M '  п р я ­
мой, то точка  S  л еж и т  на о к р у ж н о сти  к, дл я  которой отрезок  М М '  является  
диаметром. Отсю да вы текает  простой способ построения  точки ЛГ, г арм они ­
чески со п р яж енн о й  с точкой 
М,  л еж ащ ей  внутри  о тр езк а  
ВіВг, относительно  точек В х и 
Вг. П усть  k — л ю б а я  о к р у ж ­
ность, п р о х о д я щ а я  через точки 
В г и Вг (см. рис. 106) и С — се­
редина дуги B XB2. П у с ть  точка  
М л еж и т  внутри о т р е з к а  В хВг.
Т огда  проводим п р я м у ю  СМ и 
через точку  пересечения  S  п р я ­
мой СМ с о к р у ж н о ст ью  k п р о ­
водим прям ую  I п е р п е н д и ку ­
л я р н о  СМ. Т о ч к а  пересечения  
прям ы х / и b и есть т о чк а  ЛГ, 
гармонически с о п р я ж е н н а я  с
точкой М относительно точек В х и Вг. Если М — середина  о трезка  В ХВ2 , то 
прямы е / и b п а р ал л е л ь н ы ,  и точка  ЛГ в этом с лу ч ае  будет  бесконечно у дал ен ­
ной (см. рис. 107).

Описанные построени я  оп и раю тся  на понятие  евклидовой  окруж ности ,  
т. е. использую т п о н я ти я  к о нгр у энтны х  отрезков  и углов .  О казы вается ,  что 
можно дать простой способ построени я  гарм онически  со п р яж ен н о й  точки, 
который не использует  этих  пон ятий .  Это построение основано на свойствах 
полного четы рехверш инника.  Оно было полож ено немецким математиком 
111 т  а у  д т о м в основу  чисто геометрического оп ределени я  проективного  
п р ео бр азо в ан и я  (см. по этому поводу гл.  V книги Н .  В. Ефимова  «Высшая 
геометрия»).

Полным четырехвершинником  на зы вается  ф и г у р а ,  о б р а з о в а н н а я  четы рь­
мя точками (вершинами),  из которы х н и как и е  т р и  не л е ж а т  на одной прямой, 
и шестью прямыми (сторонами), определяемыми парам и точек (вершин) (см. 
рис. 108).

В полном четы рехверш ин н ике  
со дер ж атся  три простых A B C D ,
A B D C  и ACB D  (рис. 109).

Д в е  стороны полного четы рех­
в ерш инн и ка,  п р о х о д я щ и е  через од­
ну верш ин у ,  н азы ваю тся  смежными, 
а две стороны, не имею щие общей 
верш ины, назы ваю тся  противополо­
жными. Т а к  к а к  в полном четырех­
верш иннике  то ль к о  четыре верш ины , 
то к а ж д а я  сторона  имеет т о л ь к о  одну 
противополож ную . Ш естьсторон  пол­
ного четы р ех вер ш ин н ик а  обр азу ю т  
три пары п р отивополож ны х сторон:

АВ и CD-, АС и BD; AD и ВС. Рис.  107
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Пусть К, L, М — точки пересечения этих пар (см. рис. 108). Точки К, L, М 
называются диагональными, а прямые KL, LM  и М К, их соединяющие, диа­
гоналями четырехвершинника.

В полном четырехвершиннике ABCD  точки пересечения диагонали KL 
со сторонами BD и АС  обозначим соответственно через Ғ и G (рис. 110). Про­
ектируя четверку точек К, L, F, G из центра D на прямую АС, получим чет­
верку точек А, С, М, G, при этом

(К, L\ F, G )=  (А, С; М, G).

Проектируя обратно четверку точек А, С, М, G из точки В на прямую 
KL, получим четверку точек L, К, F, G. Отсюда

(К, L\ F, G) =  (L, К ; F, G) =
(К, L\ F, G)

Рис. 108
моиическую четверку.

Спроектировав из точки D на 
прямую АС  точки К, L, F, G, полу­

чим гармоническую четверку точек А, С, М, G:

(А , С; М, G) =  (К, L; F, G) =  — 1.

Итак, приходим к следующему выводу: на каждой диагонали полного че­
тырехвершинника имеется гармоническая четверка точек, образованная дву­
мя диагональными точками К, L и точками пересечения этой диагонали с 
парой сторон, проходящих через третью диагональную точку М. На рис. 110 
точки этой четверки суть /(, L, F , G, и для них имеет место соотношение

(К, L\ F, С) =  — 1.
Далее, на каждой стороне полного четырехвершинника имеем гармониче­

скую четверку точек, образованную парой вершин А , С, диагональной точкой 
М и точкой пересечения G этой стороны с диагональю, проходящей через две 
другие диагональные точки.
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к F L G
Рис. 110

Если гармоническую четверку точек К, L, F, G спроектировать из ди­
агональной точки М , то получим гармоническую четверку прямых М К, M L, 
MF, М G. Первые две из них являются диагоналями, а две последние — сторо­
нами полного четырехвершинника.

Переходя от полного четырехвершинника к двойственной ему фигуре, 
получим фигуру, которая называется полным четырехсторонником. Мы пред­
лагаем читателю в качестве полезного упражнения сформулировать понятие 
и свойства полного четырехсторонника, а также сделать чертеж этой фигуры.

Перейдем теперь к построению четвертой гармонической точки G по 
трем данным. Это построение легко проследить по черт. 110. Пусть нам даны 
точки К, L, F. Построим гармонически сопряженную точку G для точки F 
относительно точек К  и L. Для этого проведем через точку К пару произ­
вольных прямых КА  и КВ. Пересекаем их произвольной прямой, проходя­
щей через точку F. Точки пересечения обозначим через В и D. Проводим пря­
мые LB  и LD. Точки пересечения этих прямых с прямыми KD и КВ обозна­
чаем А и С. Тогда прямая АС  пересекает прямую KL  в искомой точке G.

Важно отметить, что все построения проводятся с помощью лишь одной 
линейки, т. е. не используют никаких аксиом, кроме аксиом связи.

Вернемся теперь к рассмотрению свойств гиперболических инволюций.
Т е о р е м а  3. Гиперболическая инволюция отображает каждую точку 

в точку, гармонически сопряженную с ней относительно двух неподвижных 
точек. \

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ср — гиперболическая инволюция про­
ективной прямой Ь. Обозначим через Вх и Вг две ее неподвижные точки. Так 
к а к  д л я  л ю б о й  т о ч к и  С  £  b им еем

С  =  Ф2 (С ),

то из теоремы 2 настоящего параграфа имеем:
(Ви  Вг; С , <р (С )) =  ( B j ,  Вг; Ф (С ), С). 

Из общих свойств сложного отношения имеем:

(B lt B z , С, <р (С)) =
(В х, В 2; ф (С ), С ) '

Поэтому
( В г , Вг; С, Ф (С ))а =  1, 

(В х, Вг; С,  Ф (С )) =  ±  1.
или
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Е с л и  бы

(В„ В2; С, ф (С)) =  +  1,

то точка С была бы неподвижной точкой инволюции ф и совпадала бы или с 
точкой В х, или с точкой Вг. Так как С — произвольная точка прямой Ь, то 
(Bj, Вг\ С, ф (С)) не равно + 1  и потому

(Si, Вг; С, Ф (С)) =  — 1.

Следовательно, четверка точек Вь  Вг, С, ф (С) гармоническая.
Теорема доказана.
Из доказанной теоремы вытекает, что гиперболическая инволюция пол­

ностью определяется своими неподвижными точками.
Поскольку всякое проек­

тивное преобразование прямой 
Ь полностью определяется за­
данием образов трех точек Вх, 
Вг, В3, то гиперболическое про­
ективное преобразование опре­
деляется заданием двух его 
неподвижных точек Вх и Вг и 
одной пары соответственных 
точек В3 и В '3. Аналогично ги­
перболическое и параболичес­
кое проективные преобразо­
вания можно определить за­
данием одной неподвижной 
точки В и двух пар соответ­
ственных точек С, С' и D, D '.

Проиллюстрируем геомет­
рический смысл двух послед­
них утверждений с помощью 
следующего построения (рис. 
111). Пусть на прямой Ь заданы 

неподвижная точка В и две пары соответственных точек С, С  и D ,D ' проек­
тивного преобразования ф. Через точку В проведем прямую Ь0, отличную от 
Ь, и фиксируем на ней две любые точки С0 и £>0, отличные от В. Пусть G —■ 
точка пересечения прямых СС о и DD о и G'—точка пересечения прямых С'Со 
и D 'D  о. Рассмотрим перспективное соответствие срх между Ь и bо с центром G 
и перспективное соответствие фг между Ьо и b с центром G'. Преобразование 
фгфі переводит точки В, С, D через их промежуточное положение В, Со, D о в 
точки В, С', D '. Следовательно, фгфі является искомым проективным преобра­
зованием ф. Образ Н' =  ф (Н) произвольной точки Н £ b получается так: 
сначала находится точка пересечения Но прямых Ьо и GH, после чего Н' 
получается как точка пересечения прямых b и G'Н о.

В указанном построении точка V ^ b ,  отличная от В, будет неподвижной 
тогда и только тогда, когда прямые GV и G 'V пересекают прямую bо в одной 
и той ж е точке  Vo.  Второй неподвижной точкой V  будет, следовательно ,  точка  
пересечения прямых GG' и Ь-. Ясно, что рассматриваемое проективное пре­
образование будет параболическим, если прямая GG' проходит через точку 
В; в противном случае наше преобразование гиперболическое. Из всех рас- 
суждений, проведенных выше, вытекает следующая

Т е о р е м а  4. Гиперболическое или параболическое преобразование про­
ективной прямой представимо в виде произведения двух перспективных соот­
ветствий.

Относительно эллиптических проективных преобразований справедлива 
следующая
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Т е о р е м а  5. Эллиптическое проективное преобразование прямой b 
может быть представлено в виде произведения трех перспективных соответ­
ствий и не может быть представлено произведением меньшего числа перспек­
тивных соответствий.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы мы опускаем. По этому поводу 
см. книгу: Г. Б у з е м а н  и П.  К е л л и ,  Проективная геометрия и про­
ективные метрики (М., Изд-во иностранной литературы, 1957), гл. I, §§ 7 и 8.

§ 9. Проективные преобразования плоскости

Свойства проективных преобразований плоскости представля­
ют собой прямое обобщение свойств проективных преобразований 
прямой. Важную роль при этом играют однородные и неоднород­
ные координаты точек на проективной плоскости, которые также 
являются естественными обобщениями однородных и неоднород­
ных координат точек проективной прямой.

1. Однородные и неоднородные проективные координаты. В § 3 ,
исходя из интерпретации проективной плоскости как связки пря­
мых V (S) с центром в точке S, для точек проективной плоскости 
было введено понятие однородных координат р и р 2, рз- Построе­
ние однородных координат в § 3 опиралось на то, что мы фикси­
ровали в пространстве некоторую декартову систему координат с 
началом в точке S. В п. 4 §5  при введении однородных координат 
на проективной прямой было показано, что можно пользоваться 
не только декартовой, но вообще любой аффинной системой коор­
динат на плоскости. Этот факт естественно использовать при опре­
делении различных систем однородных проективных координат 
на проективной плоскости.

Итак, пусть V  (5) — связка прямых с центром S в трехмерном 
евклидовом пространстве. Пусть, далее,

= SEV е.г =  SE2, е 3 = SE3

— три некомпланарных вектора. Будем говорить, что тройка таких 
некомпланарных векторов образует базис в трехмерном евклидовом 
пространстве. Если теперь М —некоторая точка пространства, то 
для радиус-вектора г  — S M  справедливо разложение 

г  = *,ві +  *2еа-|- х 3е3.
Числа Xi, х 2, х 3 называют аффинными координатами точки М . 
Они же одновременно называются координатами радиус-вектора 
г  =  SM относительно базиса e it е 2, с 3- Если I — прямая из 
связки V^S), a x i ,  х 2, х 3 — координаты текущей точки М  на I, то 
канонические уравнения прямой I относительно базиса e it е 2, е 3 
будут иметь вид:

* ! _  *2 __  Х3

Pi Рг Рз
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где числа р и р 2, рз одновременно не равны нулю. Отметим, что если 
Р 1. Рг> Рз и Р[> Р'з> Рз— пропорциональные тройки чисел:

Pi : Рг : Рз =  РІ : р ; : Рз.

то уравнения

II \& =
Pi Pi Рз

и

1 ______ *2 _______  ХЯ
Pi Рг Рз

определяют одну и ту же прямую / связки V(S). Так как прямая / 
связки V(S) может одновременно рассматриваться как точка проек­
тивной плоскости, то числа р и р 2, рз принимаются за координаты
точки проективной плоскости. При этом введенные только что ко­
ординаты, которые называются однородными проективными коор­
динатами точки, обладают рядом важных особенностей (см. п. 4 
§ 5). Именно:

1. Каждая точка проективной плоскости имеет однородные коор­
динаты.

2. Если p it р 2, рз — однородные координаты точки М , то p p t, 
РРг, РРз, где р ф  0, — также однородные координаты точки М .

3. Разным точкам проективной плоскости отвечают всегда раз­
ные отношения p t : р 2 : р 3 их однородных координат.

4. Ни для какой точки проективной плоскости все т ри ее одно­
родные координаты не обращаются в нуль одновременно.

5. Если р\п) -> р ° , p<nU  р“, р<п) -> р° и (р1°)2+ ( Р 20)2+ (Р з 0)2^  О,
то переменная точка М п с однородными координатами р[п\  р (2п), р ("* 
стремится к точке М 0 с однородными координатами р”, р°2, р°.

Поэтому каждая точка проективной плоскости имеет бесконеч­
но много троек однородных координат, которые сами по себе не оп­
ределяются заданием точки: определяются лишь отношения одно­
родных координат. Совокупность всех наборов однородных коор­
динат точки М  удобно записывать в виде (рр и рр 2, рр3), где 
множитель р может принимать любое вещественное значение, кроме
Р =  0.

Числа qit q2, которые получаются из однородных координат 
Р ь  Рг> Рз точки М  по формулам

называются неоднородными проективными координатами точки М . 
Однородные р и  р2, рз и неоднородные qu q2 проективные коор­
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динаты для точек проективной плоскости введены нами с помо­
щью базиса e v =  S E V е.2 — S E it е 3 =  S E 3 в евклидовом про­
странстве. Поэтому ясно, что, исходя из любого базиса е \  =  SE [, 
е' = SZ:', е'ъ — SE'3 в евклидовом пространстве, можно построить 
соответствующие системы однородных р\, р2, р3 и неоднородных

проективных координат точек проективной плоскости.
Рассмотрим формулы перехода от проективных координат р и 

р 2, рз точки М  проективной плоскости к ее новым проективным 
координатам р[, р'2, р'3. Если разложения векторов e lt еъ е%> 
образующих старый базис, по элементам нового базиса е[, ё 2, 
е'ъ имеют вид

£?i =  alte ,  -{- Й2і^2 «зі^з»
~  « 1 2 ®  1 ~ Ь  « 2 2 ®  2 ~ Ь  « 3 2 ®  31 

® 3  —  « 1 3 ®  1 " I -  « 2 3 ® 2  “ Ь  « 3 3 ® 3 »

а п «12 «13
А = «21 «22 «23 Ф  о,

«31 «32 «33

то между аффинными координатами x t, х2, х 3 точки М  относи­
тельно базиса е у, е г, е 3 и аффинными координатами х[, дс'.Хз'той 
ж е точки относительно нового базиса е[, е \ ,  е'3 имеют место со­
отношения

’ х 1 =  a ilXl +  « 1 2 *2  +  «13*3.
х% =  агіх[ +  а22х '  +  а23х'3,

. Х 3 ~  « 3 1 *1  "Ь  а ЗІХ 2 +  а ЗІХ і ‘

(Доказательство этого факта проводится точно так же, как это было 
сделано в § 2 гл. II для аффинных координат точек плоскости.) 
Отсюда простыми вычислениями легко установить, что прямая I, 
имеющая относительно базиса e it е 2, ез  уравнения

*1 _  х2 _  * 3

P i  Р 2 Рз 

относительно нового базиса будет иметь уравнения

х ‘ х ' X'
.___________1_____________ _  _______________ 5____________  _ _  _______________ 3____________ J

^ l l P l  +  &12Р 2- +  Ь13Рз Ь^іР-і -фг &2 2 Р 2  +  ЬгзРз ^ З іР і  +  ^ 3 2 р 2  " Ь  ^ЗЗРЗ
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где матрица

есть обратная для матрицы

А —

Действительно, положим
х \ _
Рх

fb u bn b is \
k , Ь 24 Ь-23 I
W Ь‘32 ЬззJ

(<*u « 1 2 «із\
« 2 1 « 2 2 « 2 3  1

V «31 « 3 2 « 3 3 /

A’2 •*a -  Р'
Pi Рз

Тогда

Так как

т  =  « и * +  « Л  - f  а,зх'3, 
РА> =  «21х ! +  «22*3 +  «23*3. 
РРз — «31*; +  «32*3 Г «33*3*

a и «12 «13
#21 2̂2 «23 Ф 0
«31 3̂2 «33

/^11 b\% bl3\
z? =  j b‘i2 V

^31 Ьз2 b3J

то, обозначая через

матрицу, обратную для матрицы А, получим:

* ; = Р  ФпРі +  btzPi +  ^ізРз); *і =  Р ФпРі +  Ь22Рг +  b2sp sy, 
*з =  Р ФзіРі "I-  ^згР'2 ~Ь ^ззРз).

Отсюда уравнения

ЬцРі +  &12Р2 -j- b13p3 ^2іРі +  &22Р2 +  bi3p3 

Р
ЬзіРі +  &3 2 Р 2 +  Ь33р3 

суть уравнения прямой /.
Поэтому между числами p v р2, р 3 и р[, р'й, р'3 имеют место 

следующие соотношения:
р'р'х =  Ьцрі +  bi2p2+  ! ізРз,
Р'Рй — b2\Pi +  b22p2 -j- b23p3,
Р'Рз =  b 3 i P i  +  b32P2 +  ЬззР, p' =  P,
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которые и представляют собой формулы перехода от старых од­
нородных проективных координат точки М  (р,, р 2, р з) к ее новым 
однородным проективным координатам; при этом важно отметить, 
что матрица

В =  I

описывающая этот переход, неособенная, т. е. ее определитель

bt  
Ь,

'Ьп Ь12 ЬІЗ\

bu Ь22 Ь23 I
Ь31 Ь32 Ьзз

отличен от нуля. 
Если

’ l l Ь12 Ь13

’21 Ь22 b23

'З І b32 Ь33

<7і =  —
Рз

Чг =
Рз
Рз

А .
р',

— неоднородные координаты иа проективной плоскости, построен­
ные по однородным проективным координатам р и р 2, Рз и р[, р'2, р'ъ, 
то соответствующие формулы перехода имеют вид:

^ia?a ~Ь
M i
&2і<7і

■ з̂2<7а +  ^зз 
^аа?з ~Ь 2̂3

*31<?1 ~Ь ^32?2  +  ^33

Таким образом, мы имеем здесь полную аналогию с фор­
мулами преобразований для однородных и неоднородных проек­
тивных координат точек проективной прямой. Именно, если на про­
ективной плоскости введены две любые системы однородных про­
ективных координат р и р 2, рз и р[, р'2, р3, то формулы перехода  
от одних координат к другим имеют вид:

р'р\ =  bnPi +  &ia Рг +  ^ізРз. 
р 'р ’й =  bn p { - f  Ьггрг +  Ь23р3,
P’Pi — ьзіРі +  b3 2Р2 +  b33p3,

где p ф  0 — некоторый множитель, а
/Ьц b12 bi3\

J33)
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—  н е о с о б е н н а я  м а т р и ц а . П р н  э т о м  п е р е х о д  о т  н е о д н о р о д н ы х
п р о е к т и в н ы х  к о о р д и н а т

к неоднородным проективным координатам

осуществляется по формулам:

2. Введение проективных координат на проективной плоскости 
с помощью сложного отношения. Пусть на проективной плоскости 
введены система однородных проективных координат р и р 2, рз 
и соответствующая ей система неоднородных координат

?і =  — . Чг =  — .
Рз Рз

Как уже отмечалось в п. 4 § 2, всякая проективная прямая / на про­
ективной плоскости задается уравнением

«іРі +  «гРг + и 3р 3 = 0 ,

где и  1, и 2, и 3 — ненулевая тройка чисел. Там же было показано, 
что класс пропорциональных ненулевых троек и и и 2, и 3 однознач­
но определяет прямую / и обратно. Числа и и и 2, и 3 были назва­
ны однородными координатами прямой I.

К ак мы знаем, фиксирование на проективной плоскости некото­
рой однородной или неоднородной системы проективных коорди­
нат позволяет условно разделить точки и прямые проективной 
плоскости на конечные и бесконечно удаленные.

В терминах введенных нами проективных систем координат 
Р ь  Рг. Рз и q j, q2 это делается так. Точка М  (qlt q2) с неоднородны­
ми проективными координатами qь q2 называется конечной, если 
оба числа qy и q2 конечны. Точка М  {qu q2) называется бесконечно 
удаленной, если хотя бы одна из ее неоднородных координат рав­
на оо. Д ля того чтобы точка М  проективной плоскости была конеч­
ной, необходимо и достаточно, чтобы ее однородная координата 
р з ¥ = 0 \  для того чтобы точка М  была бесконечно удаленной, необ­
ходимо и достаточно, чтобы ее однородная проективная коорди-

д >  __ 1̂1?! 4~ bj2g2 +  . у ,  _  2̂1?! 4- 2̂2<72 4~ 2̂3
3̂l9l 4* :̂12?2 +  З̂З З̂іУі 4" 3̂2<72 4“ з̂з

которые задаются той же матрицей
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ната р 3 =  0. Оба последних утверждения есть очевидные следст­
вия соотношений

Отсюда ясно, что совокупность бесконечно удаленных Ючек 
плоскости имеет уравнение

Рз = 0
и представляет собой прямую, которую мы условились называть 
бесконечно удаленной. Однородные координаты бесконечно уда­
ленной прямой таковы (0, 0, 1). Все прочие прямые плоскости бу­
дем называть обыкновенными. Если u tpi +  и2р 2 +  ч-зрз — 0 — 
обыкновенная прямая на проективной плоскости, то по крайней 
мере одно из чисел или и2 отлично от нуля.

Прямую, имеющую уравнение

Рг = 0,
будем называть осью р ь а прямую, имеющую уравнение

Pi = 0,
ОСЬЮ р п .

Точку Е  с однородными проективными координатами (1, 1, {) 
будем называть единичной, а точку О с координатами (0, 0, 1) —ну­
левой.

Таким образом, с помощью фиксированной системы однород­
ны х координат pi, р 2, рз мы ввели на проективной плоскости по­
нятие конечных и бесконечно удаленных точек. Очевидно, что для 
различных систем однородных координат понятия, о которых толь­
ко что шла речь, будут реализовываться на различных системах 
точек и прямых проективной плоскости.

Наши дальнейшие построения будут направлены на то, чтобы 
вскрыть геометрический смысл неоднородных проективных коор­
динат с помощью сложного отношения четырех точек на проектив­
ной прямой.

Итак, пусть по-прежнему р и р 2, р 3 — введенная выше система 
однородных координат на проективной плоскости, a qu q2 — по­
строенная по ней система неоднородных проективных координат.

Обозначим через All, бесконечно удаленную точку оси ри 
а через УИІ бесконечно удаленную точку оси р 2.

Через Ei и Е 2 обозначим точки с координатами q i =  1, q2 — 
=  0 и qt =  0, q2 — 1. Точки Е { и Е 2 лежат соответственно на осях 
р х и р 2 и имеют однородные координаты (1, 0, 1) и (0, 1, 1). Прямые 
E tE и Е 2Е имеют соответственно уравнения

Рг =  1
и

Р і  =  1.
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Так как точки M l  и M l  имеют координаты (1, 0, 0) и (0, 1, 0), 
то M l  лежит на прямой E E U a M l  на прямой Е Е % (рис. 112). 
Отсюда следует, что при проектировании точки Е  из центра М на

ось pi ее проекция совпадает 
сточкой Е й  аналогично проек­
ция точки Е  из центра М 1„ на 
ось р 2 совпадает с точкой Е 2.

Введем теперь на осях р, 
и рг неоднородные проектив­
ные координаты текущих то-

р-г:

(Ml ,  0; і 
(Ml ,  0; ,

чек М р, и М

М п)-Р г

Vi =  Qi =
Рз

По теореме 4 § 5 гл. III  бу­
дем иметь , что 

’2 =  =  —  •
Рз

Пусть теперь М — любая точка проективной плоскости, имею­
щая неоднородные проективные координаты q x и q 2. Обозначим че­
рез M Pt и Мр2 проекции точки М  на оси p t и р 2 соответственно из 
центров M l  и M l .  Тогда, очевидно,

9l =  ( M l , 0 ;  Е х, Мр) ,
Чг — ( M l ,  0; Е2, М р) .

Из проведенного построения вытекает следующая теорема, ха­
рактеризующая геометрический смысл неоднородных координат 
q lt q 2 точки на проективной плоскости.

Т е о р е м а  1. Если на проективной плоскости введены неодно­
родные проективные координат ы q it q 2 и с помощью них введены по­
нят ия бесконечно удаленных точек, конечных точек, осей р и р 2, т о­
чек О, Е , E it Е 2, то для любой точки М с координат ами q t, q 2 
справедливы формулы

(?) =  (М 1 , 0; £ „  M pt),
Qi =  ( M l ,  0; E t , M py

Весьма важным фактом является возможность обращения на­
стоящей теоремы. Наметим прежде всего необходимые для этого гео­
метрические построения.

Фиксируем на проективной плоскости произвольную прямую, 
которую мы будем считать бесконечно удаленной и обозначать че­
рез Далее фиксируем некоторую произвольную точку О, не ле­
жащую на прямой / то (см. рис. 112). Пусть далее через точку О про­
ведены две произвольные прямые, одну из которых назовем осью
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Pi, а другую — осью р 2. Через M L  и М  „ обозначим соответствен­
но точки пересечения осей р i и р 2 с бесконечно удаленной прямой 
/«,. Пусть, наконец, Е  — произвольная точка проективной»плос­
кости, не принадлежащая ни одной из прямых /» ,  ОМ 1» , O M L.

Обозначим через Е 4 проекцию точки Е  на ось p t из центра М L , 
а через Е г проекцию той же точки Е  на ось р 2 из центра M L  . 

Тогда имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а  2. Пусть М  — произвольная точка проективной 

плоскости, a M Pl, М„2 — соответственно ее проекции на оси p t 
и р 2 из центров М ^  и M L . Отнесем точкам М \х , О, Е у как точ­
кам одной проективной прямой (оси p i)  числа

Qi =  °°,  Qi =  0, <7j =  1,

а точкам M L ,  О, Е 2 как точкам другой проективной прямой 
(оси р г) числа

С/2 — СО, ^2 — 0> CJ 2 = 1 .

Положим для точек M Pl и М Рг соответственно 
=  (ЛИ,, 0; E it М р ),

(? 2 =  ( M i , 0 ;  Е2> М р) . П

Тогда система чисел qu q2, определяемых равенствами (* ) ,  
есть система неоднородных проективных координат на проективной 
плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть на проективной плоскости вве­
дена система неоднородных проективных координат q i , q2' . Пусть 
прямые L о, ось p t и ось р 2, о которых идет речь в условии теоре­
мы 2, имеют соответственно уравнения

а з і Ч і  4 ~  а з2<?2 +  «зз  =  0 ,

« И <71 +  а 12<72 +  «13 =

С І і Я \  +  «22<?2 +  «23 =  0 ;

пусть, далее, координаты единичной точки Е , не лежащей ни на 
одной из этих прямых, суть d i ,  d 2'. Допустим, что нам удалось 
построить  систему однород ны х  п роек ти в н ы х  к о о р д и н ат  p lt p 2t p z 
таких, что в этих координатах прямая /*, имеет уравнение

Рз =  о,
ось p i — уравнение

Рг  =  0,
ось р 2 — уравнение

Pi = о,
и, наконец, точка Е  — координаты 

Р 1 =  1, Рг =  1. Рз =  1.
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f t » - ? - .
Рз Рз

то благодаря теореме 1 мы можем утверждать, что теорема 2 спра­
ведлива. Следовательно, нам достаточно установить, что существу­
ет неособенная матрица

/ Ьц Ь1 а Ь13\
В — I 2̂2 2̂3 ,

\^31 3̂2 3̂3 '

с помощью которой можно перейти от неоднородных координат 
<?i', q 2 к неоднородным координатам qlt q2, т. е.

+  1̂2Ч'„ +  1̂3 2̂1 ч'. b22q' Ь2з
Яі =■ ь ;..7- • , %  -

Е с л и  м ы  вв е д е м  н е о д н о р о д н ы е  п р о е к т и в н ы е  к о о р д и н а т ы

3̂1?J +  +  3̂3 +  ^32?2 +  3̂3

Матрицу В  легко построить, если* исходить из требований, ко­
торые мц предъявляем системе неоднородных проективных коор­
динат qlt q 2. Именно в этих координатах прямая

азіЧІ +  ai2q2‘ - f  а33 =  О

должна быть бесконечно удаленной, ось pi

a u q i  +  a n q2 +  a i3 =  О

должна иметь уравнение

<7 2 =  О ,

ось р 2

&2 iqi' +  a.22q2 +  а 23 =  О 
должна иметь уравнение

<7i =  О,
и, наконец, точка Е ( d i , d 2 ) должна иметь координаты

<?i =  1, <7г =  1.
Так как прямые

«!><?;

•‘зз
попарно различны, то

- j -  а ,

+  а 2*■Я*
r'. +  <ҺЛ\

аи fl̂ l2
а-м а 22

а31 а 32 *33

2*4

#23



Далее, среди коэффициентов а ЗІ, а 32, а 33 хотя бы один отличен от 
нуля. Не нарушая общности, можно считать, что это а зи и поло* 
жить аЗІ =  1.

Пусть и Я2 — два произвольных вещественных числа, ог- 
личных от нуля. Матрицу зададим в виде

/ 1̂̂ 21 1̂̂ 22 ^1̂ 23̂
Хг =  ^1аП К°12 К°ІЗ

\   ̂ а32 а33
Матрица В ^ \2 неособенная. Рассмотрим преобразование неодно­
родных проективных координат q i ,  q2', порожденное матрицей

_ К аПЧ[ +  ^la229j +  ^і“23
q  i _  j

9j +  °32?2 +  «33
кіОпЧ\ +  ^2аі2<?.! ~  ^2“іЗ

(һ = ------- -------- т т -------------•Q J +  “з2Ч.2 +  “зз
Нетрудно видеть, что в неоднородных проективных координа­

тах qu q2 прямая /„
q i  +  aS2q 2' +  а33 =  О 

будет бесконечно удаленной, прямая

Я цЦ І ~Ь Oi2q2' +  а із — О
будет иметь уравнение

Цг =  О,
т. е. будет осью р и и прямая

а-21<1і +  0-2242 +  °23 =  О 
будет иметь уравнение

<?i =  О,
т. е. будет осью р 2.

Так как точка Е ( d i ,  d 2') не лежит ни на одной из прямых
a n q i  +  a i2q2’ +  a i3 =  О,
a2iq i  +  a 22q2 +  a 23 =  0,

q i  +  a32q2 +  a33 =  0,
то ни одно из чисел

hi =  c tn d i  +  a )2d ' - f - a 13, 
h 2 — a 2id i  +  a 22d 2 -(- a 23, 
h3 =  d i  +  a32d 2' +  a 33

не равно нулю. Выберем теперь A,j и Х2 так, чтобы
3̂ л Ла

\  =  — , * 3 =  •Й2 3 Лі
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Тогда, подставляя в соотношения ( % ) координаты точки Е, полу­
чим:

=  M L  =  l, Чг =  ^  =  1

и, следовательно, точка £  в системе координат qlt q 2 имеет коор­
динаты 1, 1.

Таким образом, неособенная матрица

I*=

при %. — —  и =  - -  является искомой. Теорема доказана.
/?2 /г 1

3. Проективные преобразования плоскости. Так же как и для
проективной прямой (см. § 6, п. 1), формулы

q ' —  +  і̂2<?2 +  Ь
M i  4~ bS2q-2 +  Ьяз

’ __ M l  +  ^22?2 ~f~ ^23

\ а ,  j -̂1̂ 22 1.{а.23

V u “̂2а12 з
«31 ал2 азз

M l  +  3̂2?24* 3̂3

&11 Ь12 Ьц
6,, Ь%2 Ь-2 3
6« Ь>32 3̂3.

іде

— некоторая неособенная матрица, с одной стороны, описывают 
на проективной плоскости переход от системы одних неоднородных 
координат qu q2 к другим q ^ , q а с другой стороны, в фиксированной 
системе неоднородных координат q \,q 2 описывают некоторое точеч­
ное преобразование проективной плоскости. Это точечное преобра­
зование проективной плоскости и называют проективным.

Если на плоскости введена система однородных проектив­
ных координат р и р 2, рз, соответствующая неоднородным ко­
ординатам <7„  q2, т. е.

<?i =  — , <?2 =  — .
Рз Рз

то п роек ти в н ое  преоб разован и е  плоскости , задан н ое  ф орм улам и  
(*), в однородны х координатах  будет за п и сы в ать ся  гак:

| р 'р\ =  bilPi -)- bl2p2 -j- bi3ps,
P 'p'l =  frjiPi +  b22p2 - f  b2Zp2,

( P === ^зіРі -f- bi2p2 -f- b3ap&.
Ниже мы сформулируем без доказательства ряд свойств проек­

тивных преобразований плоскости, которые являются прямыми
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обобщениями соответствующих свойств проективных преобразо­
ваний прямой-.

Т е о р е м а  3. Проективное преобразование проективной плос­
кости есть взаимно однозначное отображение.

Т е о р е м а  4. Д л я  того чтобы проективное преобразование ср
_ 6ц9і 4~ &1292 4~ ^13

^3l9l +  b32<j2 +  з̂з
62l9l 4- 6г292 +  &23

<?і

Q-2
^Зі9і 4- 63г92 4- 633 

было аффинным, необходимо и достаточно, чтобы

^31 =  ^32 =  0.
Т е о р е м а  4а. Д ля  того чтобы проективное преобразование 

плоскости было аффинным, необходимо и достаточно, чтобы беско­
нечно удаленная прямая переводилась этим преобразованием сама 
на себя. (Здесь одни бесконечно удаленные точки могут переходить 
в другие; важно, что бесконечно удаленная точка не переходит в ко­
нечную и наоборот.)

Т е о р е м а  5. Пусть ср— проективное преобразование плоско­
сти, заданное в неоднородных координатах формулами-.

bull 4- 6j2<?2 4~ 1̂3 
ЬзіЧі +  ^3292 4" 3̂3 
62l9l 4~ 2̂292 4~ 2̂3
6зі9і4~ 63292 6 33

Тогда <р имеет обратное преобразование q r 1, которое является про­
ективным и которое в тех же координатах задается формулами:

duQ\ 4- dl2q'̂  4- 1̂3
Q\

У21

12

'̂ ‘>2
'1 3

2̂3
'3 3

Ф 0.

<?2

dsi9j 4- 3̂29 ' 4~ з̂з 
d n q [  4- 2̂2?2 4- 2̂з

^зіq\ 4 -  d32q'2 +

П р и  эт о м , е сл и  о т о б р а ж е н и ю  ф с о о т в е т с т в у е т  м а т р и ц а

в  = \ ь , "22 23

'3 1  32 ^ 3 3 /

то обратному преобразованию ср-1 отвечает матрица
fdLt

D '21

12

-'гг
■*31 32 зз у

являющаяся обратной для матрицы В.
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Т е о р е м а  6. Проективное преобразование плоскости пере­
водит прямые снова в прямые.

Эта теорема не имеет аналога для проективных преобразований 
прямой. Доказательство ее непосредственно вытекает из формул:

f  p'p'l =  buPt +  bi2p 2 - f  bl3p3, bn Ь\2 b i3

1 p'p'l — bn Pi +  b.,2p2 - j -  bi3p3, b2i b22 b%\ +  o ,
[ Р 'Рз — bSiPi +  b32p2 4 -  b33p3, Ьзі b 32 Ьзз

задающих проективное преобразование в однородных координатах.
Т е о р е м а  7. При проективных преобразованиях плоскости 

сложное отношение четырех точек не меняется. (В силу теоремы 
6 при проективных преобразованиях прямые переходят в прямые. 
При этом между точками любой прямой и ее образа в неоднород­
ных проективных координатах проективное преобразование плос­
кости порождает соответствие, описываемое дробно-рациональной 
функцией.)

Т е о р е м а  8. Проективное преобразование полностью опре­
деляется, если известны образы четырех различных точек плоскости, 
из которых никакие три не лежат на одной прямой.

Т е о р е м а  9. Проективное преобразование плоскости полно­
стью определяется, если известны образы трех различных прямых 
и точки, не лежащей ни на одной из этих прямых.

§ 10. Группа проективных преобразований проективной 
плоскости

Фиксируем на проективной плоскости какую-нибудь систему 
неоднородных проективных координат qu q2. Тогда каждому про­
ективному преобразованию плоскости <р отвечает взаимно однознач­
но класс неособенных пропорциональных квадратных матриц 
третьего порядка:

t'b и ХЬ12 м и \
A. b u  ХЬ.22 ХЬ23 |>
Xb3l ?i&32 kb33J

где
(b n bn Ьіз\

B =- bu bn b23 J
\ b 3i Ьз2 Ьзз)

некоторая матрица из класса а Я—произвольное вещест
венное число. С помощью матриц КВ из класса .£?<р проективное
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п р е о б р а з о в а н и е  <р в  к о о р д и н а т а х  q it q 2 з а д а е т с я  ф о р м у л а м и :

<?2 =

*1і9х Ч- l̂2g2 +  1̂3. t
^Sl?l +  &32?2 +  *33
*2l9l +  *22?2 4~ *23 

*зі9і +  *3292 +  *зз

Класс S5ф можно охарактеризовать таким образом. Например, 
если Ь33 ф  0, то выбор матрицы В можно произвести, полагая Ь33 
равным единице.

Как обычно, под произведением двух проективных преобразо­
ваний ф и ф мы понимаем результат их последовательного выпол­
нения. Если даны два проективных преобразования

Ф

д '  __ a l l9 l  Ч~ а 12<?2 +  а 13 

a 3l9l Ч~ а 32<?2 +  °8» 

a 2 l9 l Ч~ g 22<?2 ~Һ д2з
Я-І =

а 3 і9 і  "4~ а 3 2 ? 2  “Ь  а 33

« и «12 «13

Я21 а 22 а гз Ф  0 о
а з і а 32 а зз

$  :

__ *ll/7l ~Ь  *1292 ~t~ *13

* 3 l9 l +  *3292 *3 3

_  *2l9l 4~ *2292 +  *23  

* з і 9 і  "4- ^32 92  Ч-  *33

6 11 Ь 13

^ 2 1 ^ 2 2 ^ 2 3 *  °. ( :  )
^ 3 1 t>3i Ьзз

то произведение этих преобразований

Т| =  фф

в координатах q it q2 задается формулами

<7,

Яг

С ц 9 і  ~f~ c l 2 ? 2  Ч ~  с 13

c3l9l +  с3292 +  с33 

c2l9 l ~4~ с2292 Ч~ с 23  

c3l9l Н~ с 3292 +  с зз

где матрица С есть произведение матриц А и В:

С =  В ■ А .

(***)

Действительно, пусть точка М  (qu q2) преобразованием ф 
переводится в точку М  (qlt q j ,  а точка Л1 преобразованием ф
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в точку М ' (q\, q!i), тогда

п  —  * 1 1 ? !  Ч ~ * 1 2 9 2  4 ~  * 1 3

(6цДц ■+- * x 2 a 2 t  Ч~ *1»Дяі) ?1 4- ( * 1 1 ° 1 2  ~Ь * 1 2 а 2 2  Ч~ * 1 3 а 'з 2 )  ? 2  Ч~ (* Х 1 а 13 Ч~ * 1 2 ° 2 3  Ч~ * 1 3 Д 3 3 )

Аналогичная формула справедлива для координаты q 2'. От­
сюда и вытекает наше утверждение.

Отметим, что так как

то матрица С — неособенная, и потому г) есть проективное преоб­
разование. Итак, справедлива

Т е о р е м а  1. Произведение проективных преобразований есть 
снова проективное преобразование. Если проективные преобразова­
ния  ср и ор заданы формулами (*)  и (  * ),  то их произведение задано 
формулами( * , при этом матрица произведения преобразований 
<р и т)з равна произведению матриц этих преобразований:

Т е о р е м а  2. Совокупность проективных преобразований 
плоскости относительно операции умножения образует группу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1 вытекает, что относи­
тельно операции умножения множество проективных преобразо­
ваний замкнуто. Из той же теоремы 1 следует, что операция умно­
жения ассоциативна. Далее, роль единицы относительно умноже­
ния играет тождественное преобразование

Из теоремы 5 п. 3 § 9 гл. III вытекает, что для каждого проек­
тивного преобразования ф есть обратное ср-1 и имеет место соотно­
шение

Справедливость этого соотношения вытекает из того, что матрицы 
преобразований <р и ф-1 взаимно обратны.

Ф з і° 1 1  * 3 2 а 2 і Ч -  * 3 3 ° 3 l )  Ql 4 -  ( *3 1 a l2  “ Ь  * 3 2 а 22 Ч -  * 3 3 ° 3 2 ) ?2 Ч -  ( * 3 1 а 13 Ч ~ * 3 2 ° 2 з  Ч "  *3 3 а 3э)

det С — det В ■ det А Ф О,

С =  В ■ А.

с матрицей

я\ =  Я и
Яг =  Яг,

О  0 '

ФФ-1 =  ф-1ф =  е.



Итак, совокупность проективных преобразований плоскости 
образует группу относительно операции умножения. Эту группу 
мы будем обозначать через £  2.

Теорема доказана.
Определим теперь понятие проективной геометрии. Согласно 

концепции Ф. Клейна проективная геометрия есть теория инва­
риантов группы проективных преобразований.

Так как аффинные и, следовательно, ортогональные преобразова­
ния есть частные случаи проективных, то с помощью проективной 
геометрии можно включить в единую систему проективную, аффин­
ную и евклидову геометрии. Это построение будет сделано ниже, 
в § 12 гл. III.

§ 11.Линии второго порядка. Полярные преобразования

1. Линии второго порядка. В дальнейшем рассмотрение гео­
метрических образов на проективной плоскости мы будем про­
водить в однородных проективных координатах р 2, Рз- Это поз­
волит при изучении линий второго порядка вести параллельно ис­
следование двойственных к ним геометрических образов — пуч­
ков второго класса.

Приведем определения линий первого и второго порядков и пуч­
ков первого и второго классов.

Линией первого порядка на­
зывается совокупность точек, 
однородные проективные коор­
динаты которых удовлетворяют 
уравнению

A P i  +  u °p2 +  “ зРз =  0. 
т. е. линия первого порядка — 
это совокупность точек, лежа­
щих на одной прямой.

Линией второго порядка на­
зы вается  со в о ку п н о сть  точек , 
однородные проективные коор­
динаты которых удовлетворяют 
уравнению 

з
V o .  . р . р . — 0.
/  | 1 1 1 ч 1 \  1 г

/,.*>= 1

Пучком первого класса назы­
вается совокупность прямых, про­
ективные однородные координа­
ты которых удовлетворяют урав­
нению

«іРі +  И2Р°2 +  «3 Р° =  0, 
т. е. пучок первого класса — 
это совокупность прямых, про­
ходящих через одну точку.

Пучком второго класса назы­
вается  со в о к у п н о с ть  п рям ы х , 
проективные однородные коор­
динаты которых удовлетворяют 
уравнению 

з
а и , и .t|t2 I 1 *2 0.

Аналогично определяется понятие линий и пучков третьего, чет­
вертого и т. д. порядков и классов. Так как в однородных коорди­
натах проективные преобразования описываются линейными од-
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нородными функциями, то при проективных преобразованиях со­
храняются порядок и однородность алгебраических форм

Отсюда следует, что порядок линий есть инвариант проективных 
преобразований.

Рассмотрим, как описывается при проективных преобразова­
ниях преобразование прямых. Пусть

UiPi +  U2P2 ~г и 3р 3 =  О
— уравнение произвольной прямой I в однородных координатах. 

Пусть
ы ; р ; + и 'р а' + и ; р '  =  о о

— уравнение образа прямой I — прямой I' при проективном пре­
образовании

( Р'Р[ =  cltp \  +  сп р.г +  с13р3,
|  Р Р-2 ~  CilP l  С22P i  "Ь  С2зРзі 

( Р Рч =  с зіР і с з2 Р% ~Ь  с ззР з%

Отсюда уравнение прямой /' имеет вид:

—7  1“  1 (с п Р і  +  с і2Р г +  с ізРз) " Т  ы 2 (с2іР і  +  с2аРа “Ь  с гзР з) +  U 3 (с зіРі 
Р

-f~ с з г Р г ~Ь с з з Р з ) ] = 0- ( * )
Так как уравнения (*) и ( J ) есть уравнения одной и той же пря­

мой, то

K C11U 1 +  С21и 'г С31и з) Pi (Cl2U '1 +  C22U 2 Ч ~  С32и 'э) P i  “Ь  (C13U lH ~

+  с23ы; +  с3м'3) р3] =  Ц {UiPi +  игр2 - f  ИзРз).

Полагая а — р 'р , найдем:.

■ auj =  саи[ +  Сци'а + с и и1,
°и2 — 1̂ 2 «! “Ь C2iU2 -j- с32и 3, ■ )̂
а«3 =  СцЦ, -j- c23u2 -j-c33U3.

Формулы (***) описывают связь между однородными координата­
ми прямой и ее образа при проективных преобразованиях. Из э т и х  
формул вытекает, что класс пучка прямых есть инвариант проек­
тивных преобразований.

Таким образом, справедлива
Т е о р е м а  1. Понятия линии данного порядка и пучка данно­

го класса суть инварианты проективной геометрии.
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В дальнейшем основное наше внимание будет направлено на 
проективную классификацию линий второго порядка. Важную 
роль в этом исследовании играет теория поляр.

2. Поляры и их основные свойства. Пусть на проективной 
плоскости введены однородные проективные координаты р и р 2, 
р 3. Рассмотрим некоторую линию L  второго порядка

3
Ц  “ikPiPk =  0 («/* =  % ).

I, k=\

уравнение которой в подробной записи имеет вид:

апР\ +  2 ОцРіРі +  аг%р \  +  2аізРір3 +  2 а23р2р3 +  а33р\ =  0.

Будем говорить, что 
точки Р и Q гармоничес­
ки расположены относи­
тельно линии второго 
порядка L, если точки 
Р, Q, М и М г образуют 
гармоническую четвер­
ку. Через M i и М 2 (рис.
113) обозначены точки 
пересечения линии L с 
прямой PQ. Другими 
словами, точки Р  и Q 
гармонически располо­
жены относительно ли­
нии L, если пара точек
Р, Q гармонически сопряжена с парой точек М и М 2-

Множество точек, гармонически сопряженных с фиксированной 
точкой Р относительно линии второго порядка, называется п о л я ­
р о й  точки Р относительно этой линии.

Ниже нам будут полезны следующие леммы.
Л е м м а  1. Пусть I — прямая, заданная в однородных коор­

динатах уравнением
uiPi +  и грг  +  и зРз =  0.

Пусть, далее, А (а и а 2, а 3) и В (Ь и Ь2, Ь3) — две точки прямой I. 
Тогда параметрическое задание прямой I в однородных координатах 
имеет вид-.

Pi =  °i +  tbu Pi =  az +  ib2, Рз =  fl3 +  tb3, 

где (— со, -{- оо).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как 

UiOj +  « 2а г +  и 3а 3 =  0, U{bi +  и 2Ь 2 +  и ф з  =  0,
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то при любом значении t £  (—оо, + о о )  имеем:
3 3  3  3

Y i u i P i =  Ц м а г +  ^ г) =  у ' и - f i ^ - t  £ и іЬі = 0 .  
г= 1 != 1  .(= 1  і=і

Следовательно, точка Р (р1( р 2, р 3) принадлежит прямой /. Пусть 
теперь точка Р [plt р 2, Рз) лежит на прямой I. Тогда из выполнения 
соотношений

u fii - f  и 2а2 +  и м 3 =  О, 
“ А  -Н “ Л  +  “ з^з =  
и \Р\ 4* игРг +  изРз — О

(*)

следует, что
а,
*1
Pi

а2
К  bs 
Рг Рз

О,

так как система однородных уравнений (*) имеет ненулевое реше­
ние ыь  и 2, Из- Поэтому существуют одновременно не равные нулю 
числа а и р такие, что

pi =  aal -\-^b i ( / = 1 , 2 , 3 ) .
Так как точку Р можно считать отличной отточек А и В, то оба чис­
ла а  и Р отличны от нуля. Поэтому можно записать, что

Pi =  «  ( +  -  b i ) =  <* (« ; +  f y ) ,

где t Р . Отсюда следует, что точка Р имеет однородные коорди­

наты (at +  а 2 +  ^ 2» «3 +  ^ з). 
Лемма доказана.
Л е м м а  2. Пусть M t (р / ,  р2‘, р3‘) 

точки, лежащие на одной прямой. Тогда

(М и /И2; М 3, М 4)

(M lt М 2, М 3, УИ4) =

Если, кроме того,

р \ р  ;
Ң  р\
р \
Р'\

р 3^3

р \  
р 3 

р\ 

р \

(І == 1 ,2 ,3 ,

Р\ Р\
Р\ Р'з
Р\
Р\

р\
р\

р \

р \

р3
рЗ

четыре

Р4
Р

Р.
Р22
Р2^3

/г> Ра =  Р * + Ғ Р *  (ft = 1 , 2 , 3 ) ,

224



— неоднородные проективные координаты, построенные по коор­
динатам ри  р 2, Рз- Как мы знаем,

(Af„ М 2; М ,, M J
3 1

Я \ ~ Я \

я г

я I ■ Яі я\— я\

я\- я\

А IЯ2- Я 2
„4 „2 'Я-2 —  Й2Я I Я\ ~  Я1

Заменяя в последних формулах неоднородные координаты q\,
Pi Рг<?' через отношение однородных координат —j ,  —j  для каждой
Р з Рз

точки М; (t =  1, 2, 3, 4), после простых вычислений получим:

[М j, М г\ М 3, М 4) =

Pi Pi
Рз Рз

Pi Pi 
Рз Рз

р? РІ
Рз Рз

р? р\
Рз Рз

(1)

(М„ УИ2; М 3, A1J =

Р2 Р2
Рз Рз

Рг Р2 
Рз Рз

4 1
Рг Рг
Рз Рз

Рг Рг 
Рз Рз

(2)

Если теперь для координат точек М 3 и Л14 справедливы соот­
ношения

р\ Р\ "Ь ^Рк'
РІ =  РІ +  ПРІ, (k =  1, 2, 3),

(/W1( M 2; M a, M j

! Р* 4~ Apj РІ 
1 Рз 4- ^Рі Рз

РІ 4- МР? р! 
Рз 4  MP3  Рз

! р\ р \ + хр\

I Рз Рз +  ^Рз

2 1 1 2
pf р! 4- нрт 
Рз р '  4- ИРз

я. РІ р ! р? р !
Рз Рз Рз Рз Я

Pi р| PI р !
Рз Рз Рз Рз
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Заметим, что если Р\ Р\ 
РІ Р\

=  0, то нам пришлось бы пользо­

ваться формулой (2) и использовать отличие от нуля РІ Р\ 
Р\ Р\

.Оба

определителя Р\ Р\ 
Р\ Р\

равными нулю, так

РІ Р\ 
Р\ Р\

не могут одновременно быть

р \ \  р'2 : р\ =  р\ : р\ : р\, чтокак тогда
невозможно, поскольку точки и М  2 берутся несовпадаю­
щими.

Лемма доказана.
Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а  2. Поляра всегда является прямой. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть координаты точек Р  и Q соот­

ветственно равны Pi, р ъ рз и qь  qz, Яз- Пусть, далее, М  — любая 
точка прямой PQ  и х и х 2, х 3 —  ее координаты. Тогда (лемма 1) 
для координат точки М  справедливы формулы

х. =  Pl +  X<?l.
*2  =  Рг +  Ч і, 
х з ~ Р з  + 7̂з-

Общие точки линии L и прямой PQ  мы найдем, если в качестве к 
выберем корни и квадратного уравнения 

з

2  aik (Рі +  кЧі) ІРк+^Як) =  о.
i. f e = i

которое можно переписать так:
з  3  3 3

* ■ '2  aikP i4k+  S  aikPkQi)+ S  aikPiPk =  0.
i. k=I (, k= I i. k= 1 I, 4=1
Так как aLh — аы, то это уравнение принимает вид:

^  S  аіһ(ҺЯк +  2А- S  аікРіЯк +  2  “ікРіРк =  0.
I. к= 1 i. к= 1 i. fe=l

Из леммы 2 вытекает, что

(Р, Q; М и  М J
А. о

и так как Р, Q, М4, Мг гармонически сопряженные, то 
(Р, Q; Aft, /И2) =  -  1,



Вследствие формул Виета имеем:
з

2  aikPi<ik =  о»
1.6=1

так как -j- К  — 0* Рассматривая здесь координаты точки Р как 
фиксированные числа, а координаты точки Q как координаты те­
кущей точки, получаем уравнение поляры точки Р  относительно 
линии L:

2  aikPiQk =  О- 
it k—i

Отсюда следует, что поляра есть прямая. Подробная запись урав­
нения поляры такова:

(«мРі +  «21^2 +  азіРз)<7і +  (о ц р і +  CI22P2 +  a 32p 3)q2 +  (al3p i  +
-ҢЧаРа +  a 33p 3)q3 =  0.

Теорема доказана 
Положим

з

Ф  ( P i ,  Рг ,  Рз) =  2  a ikPiPk-  
І, k = l

Тогда уравнение поляры примет вид:

д Ф  | дФ | дФ А
dp i  д р 2 д р 3

Это уравнение по форме записи представляет собой уравнение 
касательной к линии

ф  ( P i ,  Рг ,  Рз)  =  0

в точке (pi, р -i, рз), которое хорошо известно из курса анализа. От­
сюда вытекает следующая теорема.

Т е о р е м а  3. Если точка Р лежит на линии второго порядка,
то полярой ее является прямая, касательная к данной линии в
точке Р.

Т е о р е м а  4. Если поляра точки Р проходит через точку Q, 
то поляра точки Q проходит через точку Р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если p it р 2, Рз — координаты точки 
Р, то поляра точки Р  имеет уравнение

2  a ikPixk =  °
I, k
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и если qu q 2, q3 — координаты точки Q, то поляра точки Q имеет 
уравнение

з

2 = ° -
I. к=I

Так как alk =  akl, то
з з

2  =  2  a k i P k 4 r
I, k =1 Л fe=l

Поэтому соотношение
з

2  a i k P i(!k ~  0. 
i , fe=!

выражающее, что точка Q лежит на поляре точки Р , влечет за собой 
соотношение

3
2  а іъЯіРк  =  0,

I, fe=l
показывающее, что точка Р лежит на поляре точки Q.

Теорема доказана.
Т е о р е м а  5. Если из точки Р к линии второго порядка L про­

ведены касательные, то точки касания лежат на поляре точки Р 
(см. рнс. 113 на стр. 223).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, если qt — касатель­
ная и Q] — ее точка касания к линии второго порядка L, то по тео­
реме 3 прямая <7i является полярой точки Qt. Лалее, так как пря­
мая qi проходит через точку Р , то из теоремы 4 вытекает, что поляра 
точки Р проходит через точку Qt . Аналогично доказывается, что 
поляра Р проходит через Q2.

3. Полюс. Полярное преобразование. Пусть L  — некоторая ли­
ния второго порядка. Если прямая р есть поляра точки Р отно­
сительно линии L, то точка Р называется п о л ю с о м  п р я м о й  р. 

Пусть
U\X\ +  «2*2 +  И 3*3 =  О1 (* )

—произвольная прямая. Найдем ее полюс. Если
з

2  a ikPi Pk  =  о 
i, fe=l

— уравнение линии L, то уравнение поляры относительно L для 
некоторой точки (р и р ъ pi) имеет вид:

1 Здесь и ниже однородные координаты текущей точки прямой будем 
обозначать x t , х2, х3.
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2  aikPixk =  («11Р1 + а2Ір.г 4- амр.) X, 4- (а12р, 4- 4-
і, А=І

+ «згРз) *а 4- («ізРі + «2зРя + «ззРз) *з = 0.
Для того чтобы прямая (*) имела полюс, необходимо, чтобы она 

была полярой. Поэтому если существуют такие числа р и р 2, Рз, 
что

' «uPl4-«2lP2+«3iP3==Ul.
«12Р1 4- «22Ра + «згРз = «2. ( * )

. «13Р1 +  «23Р2+«ЗЗРЗ = «3.
то точка Р  с координатами р ь р 2, р 3 и будет полюсом прямой р. 
Система ( * ) имеет решения при любых н ь и 2, и 3 в том и только в 
том случае, когда определитель

а.21 « 2 222

*3 *

23

З33

отличен от нуля 
Т е о р е м а

Таким образом, приходим к теореме.
6. Если линия второго порядка L:

з

a ikplpit ■ 0 ( « І *  -  0 * і ) .

«11 «1 2 «13

— «21 «22 «23 Ф  о .

«31 «32 «33

І, *=1
удовлетворяет условию

то относительно L каждая прямая имеет полюс.
Л инии второго порядка, для которых Л ф  О, называются н е ­

в ы р о ж д е н н ы м и , а линии, для которых А =  О, называются 
в ы р о ж д е н н ы м и .

П усть  теперь  р и р г, р 3 — координаты  точки  Р. Е сл и  состав­
лять уравнение поляры для точки Р  относительно линии второго 
порядка L:

з

2  «;*РіРа = 0> 
t. *=i

то не исключена возможность равенств:

1 «нРі 4" «2іРг +  «зіРз=  0,
«ігРі «22Р2 «згРз = 
«ізРі 4“ «гзРг ~Ь «ззРз = 0.

(*%)
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Из этих соотношений вытекает, что

з

£  =  О-
i ,  k = \

и, следовательно, точка Р принадлежит линии L. Так как соотно­
шения (***) не дают возможность определить поляру точки Р, то 
мы приходим к выводу: неопределенную поляру могут иметь толь­
ко точки, расположенные на данной линии второго порядка.

Если линия L  невырожденная, то А Ф  0 и система (***) несов­
местна (решение Pi — Pz =  р з =  О исключается). Поэтому отно­
сительно невырожденной линии второго порядка все точки име­
ют определенные поляры.

Пусть L — некоторая невырожденная линия второго порядка. 
Отнесем теперь каждой точке плоскости ее поляру относительно I , 
а каждой прямой плоскости ее полюс. Так как L — невырожден­
ная линия, то каждой точке Р  отвечает вполне определенная пря­
мая, а каждой прямой — вполне определенная точка. При этом, 
очевидно:

а) разным точкам отвечают разные прямые;
б) разным прямым соответствуют разные точки;
в) точке пересечения двух прямых соответствует прямая, соеди­

няющая их полюсы;
г) прямой, соединяющей две точки, соответствует точка пере­

сечения их поляр.
Утверждения в) и г) суть прямые следствия теоремы 4.
Таким образом, при указанном соответствии каждой фигуре

G, состоящей из точек и прямых, отвечает некоторая фигура G', 
которая называется полярным преобразованием фигуры G относи­
тельно данной линии второго порядка L. Если фигура G' есть по­
лярное преобразование фигуры G, то фигура G в свою очередь яв­

ляется полярным преобразованием фи­
гуры G'. Поэтому фигуры G и G' ес­
тественно назвать в з а и м н о  п о ­
л я р н ы м и .  Фигура G, совпадающая 
со своим полярным преобразованием 
G', называется а в т о п о л я р н о й .

Простейшим примером автополяр­
ной фигуры является так называемый 
автополярный трехвершинник. Ука­
жем способ его построения. Пусть 
Р — произвольная точка, р — ее по­
ляра, Q — произвольная точка на р, 
q — поляра точки Q, R  — точка пе- 

Р ресечения поляр р н q и, наконец, г —
Рис. 114 поляра точки R .  По теореме 4 прямая
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q пройдет через точку Р, а прямая г через точки Р и Q. 
Отсюда видно, что геометрическая фигура, состоящая из точек Р, 
Q, R  и прямых р, q, г, автополярная (рис. 114). Эта фигура и назы­
вается автополярным трехвершинником.

4. Проективная классификация линий второго порядка. С каж­
дой линией второго порядка свяжем систему однородных проектив­
ных координат так, чтобы уравнение этой линии имело наиболее 
простой вид.

Пусть L — произвольная линия второго порядка. Выберем вне 
этой линии некоторую точку Л 4. Из результатов пункта 2 настоя­
щего параграфа следует, что у точки A f есть вполне определенная 
поляра a t относительно линии L. Систему однородных проектив­
ных координат Хи х 2, х 3 введем так, чтобы точка Л1 имела коорди­
наты (1, 0, 0), а две произвольные точки Л2 и Л3 прямой имели 
координаты (0, 1, 0) и (0, 0, 1). Единичную точку Е  (1,1,1) выберем 
произвольно. Пусть

з

2  aik*i4  =  о 
£, k= 1

— уравнение линии L. Так как прямая Л 2Л 3 имеет уравнение
Xi =  0,

то, используя тот факт, что она есть поляра точки A i относитель­
но линии L, получим, что

«12 =  0, «13 =  о.
Действительно, если р и Рг, Рз — координаты точки Р, то урав­

нение поляры этой точки имеет вид:
( а д  +  a2ip2 +  a3lps) x t - f  ( а д  - f  a22p2 +  a32p,) x,z +

"f" («13Р1 ~t“ «23Р2 ~\~ «ЗзРз) X3 —
Так как точка Л 4 имеет координаты (1, 0, 0), то поляра этой точки 
имеет уравнение

a u Xi +  а 12х 2 +  а и х 3 =  0.
Далее, прямая А 2Л 3 имеет уравнение

Хх =  0.
Отсюда

« 1 2 ~  « 1 3  —  0 .

Таким образом, уравнение линии L таково:

« 11^1 "I-  «22*? -j-  2аюх 2х 3 -)- а33х~3 =  0. (* * *)
Если а 2з ф  0, то мы можем упростить уравнение L за счет некото­
рой специализации в выборе точек Л 2, Л 3. Именно точку Л 2 выбе­
рем на прямой Л 2Лз произвольно, но так, чтобы она не принадле­
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ж ала линии L. Это можно сделать, ибо при а 23ф  0 на прямо»
Х\ — О

существуют точки (0, р 2, рз), для которых
а 22р | +  2а2зРгРз +  «ззРз Ф  0.

В качестве точки Л 3 возьмем точку пересечения прямой =  О 
с полярой точки А 2- Таким образом, произвола в выборе точки А 3 
уже нет, поскольку точка Л 2 не лежит на линии L и, следователь­
но, имеет определенную поляру.

Таким образом, построенная нами система однородных проек­
тивных координат х и х 2, х 3 порождает автополярный трехвершин- 
h h k v 4 j/4 2 А 3. Прямая Л И з , имеющая уравнение

х2 — 0,
есть поляра точки Л 2 (0, 1, 0). Подставляя координаты точки 
А 2 (0, 1, 0) в уравнение поляры (* * *), получим для прямой Л И 3 
уравнение

a 2iXi +  а 22х 2 +  « 2з^з =  0.
Так как а 21 =  а 12 — 0, то уравнение прямой Л И з  принимает вид

«22*2 +  «23*3 =  0.
Так как уравнения

а 22х 2 +  а 23х 3 =  0
и

х 2 — 0
определяют одну и ту же прямую Л И з , то

а 23 == 0-
Итак, выбирая надлежащим образом систему однородных про­

ективных координат, мы всегда можем привести уравЕіение любой 
линии второго порядка L к виду

а ц х]  +  а 22х \  +  а33х\ =  0. (I)

Не нарушая общности, можно считать, что в соотношениях меж­
ду коэффициентами уравнения (I) могут представиться три возмож­
ности :

а) а 22 =  а 33 — 0. Тогда уравнение имеет вид:
х \  =  0, (1а)

и его да л ьн е й ш ее  упрощ ение невозмож но.
б) йзз =  0 и а п ф  0, а 22ф 0 .  Тогда при помощи преобразо­

вания координат

х \ =  V ~ V J x i , *3 =  У \аіі\ хг> *3 =  х3
уравнение (I) приводится к виду

± х [ 2± х ^  =  0. (16)
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в) й ц  ф  О, а 22 Ф  О, а 33 ф  0. Тогда после преобразования коор­
динат

х\ =  V |ан| х и х '  =  К |a„l * ' =  К\азз1 *3 

уравнение (Г) приведется к виду

±  х[ ±  х'2 +  х 3 = 0 .  (ІВ)

Упрощения уравнения, которое производятся в пунктах б) и
в), проводятся при выбранном положении точек Л ь А г, А 3 за счет 
изменения положения единичной точки Е.

Простейшие уравнения I а), б), в) линии второго порядка на­
зываются каноническими. При помощи надлежащего изменения ну­
мерации координат и умножения на (— 1) эти уравнения приво­
дятся к следующим:

х* =  0; (1)

(2) 

(3)

+  * |  =  0, 
*2 —  *2 =  0;

0,
0.

2

-дс?
Уравнение (1) определяет дважды взятую прямую x t — 0. Пер­

вое из уравнений (2) определяет точку (0, 0, 1), второе уравнение 
определяет пару прямых

Xi +  х 2 — 0, х, — х 2 =  0.
Все линии второго порядка (1) и (2) вырожденные, так как

= 0 .

1 0 0 1 0 0 1 0 0
А = 0 0 0 =  0, А = 0 1 0 =  0, А = 0 — 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Уравнения (3) определяют невырожденные линии второго по­
рядка, поскольку

1 0 0
А =  0 1 0 =  ±  1 =£ 0.

0 0 ± 1

Первому из уравнений (3) отвечает пустое множество. Второму из 
уравнений (3) отвечает кривая. Она называется овальной кривой. 
Овальная кривая разбивает проективную плоскость на две обла­
сти, из которых первая характеризуется условием

*2 +  *2

и называется внутренней, а вторая

Х\ +  Я2

з <  0
условием 

■ 0
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и называется внешней. Прямая х 3 — 0 не пересекает внутреннюю 
область, поскольку при х 3 =  0 неравенство

х* +  х22 <  О

невозможно. Поэтому для всех точек внутренней области х 3 Ф  О, 
и мы можем ввести для них неоднородные проективные координаты

X 1 Хо
Чх =  - .  <72 =  -*.*3 *3

В неоднородных координатах внутренняя область характеризуется 
соотношением

<7? +  Ч\ <  1
и, следовательно, топологически эквивалентна1 евклидову кругу, 
так как посредством неоднородных координат qt и q 2 внутренняя 
область отображается на открытый круг евклидовой плоскости 
взаимно однозначно и взаимно непрерывно.

§ 12. Теоретико-групповые принципы геометрии

1. Проективная группа и ее основные подгруппы. Пусть нам 
дана евклидова плоскость. Введем на ней декартову систему коор­
динат х и х 2. Рассмотрим теперь проективные преобразования евк­
лидовой плоскости. Как мы знаем, в декартовой системе коорди­
нат проективные преобразования задаются дробно-линейными функ­
циями координат:

х.

°1 1 *1  ~Ь а12х2 ~Ь а 13 

°3 1 *1  -Ь  ° 3 2 ЛГ2 +  а33

__ а21х1 ~Ь  а22х2 4  а23

а31х1 +  а 32л'2 +  а33

причем
“ И  12 “ 13

«21 « 2 2  «23 

«31 «32  «3 3

В § 10 гл. III было установлено, что совокупность проектив­
ных преобразований относительно операции умножения образует 
группу. Эту группу мы обозначали через £ 2.

Поэтому проективную геометрию мы рассматриваем как теорию 
инвариантов группы 2.

1 Две фигуры называются топологически эквивалентными, если множе­
ство точек одной из них допускает взаимно однозначное и взаимно непрерыв­
ное отображение на множество точек другой. (Более подробно об этом см. 
в § 1 гл. V.)
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Рассмотрим более подробно вопрос об инвариантах группы про­
ективных преобразований. Назовем инвариантом п произвольных 
точек относительно группы V  г скалярную функцию f ( M t, М 2, ■■■ ,

, М п), не равную тождественно постоянной, но принимающей 
одинаковые значения на таких системах п точек, которые перево­
дятся друг в друга с помощью проективного преобразования.

Проективная группа (так мы будем ниже называть группу^? 2) 
не имеет инвариантов от трех и менее точек. Действительно, если 
бы такой инвариант существовал,то он для любых точек принимал 
бы всегда одно и то же значение, поскольку проективным преобра­
зованием две любые тройки точек, не лежащие на одной прямой, мо­
гут быгь совмещены. По той же причине не существует инварианта 
четырех точек, из которых каждые три не лежат на одной прямой. 
Однако для проективной группы существует инвариант четырех 
точек, лежащих на одной прямой: им является сложное отношение.

При /г 5 существуют инварианты произвольной системы п 
точек. Весьма замечательным является то обстоятельство, что 
все эти инварианты могут быть выражены с помощью сложных от­
ношений. На доказательстве этого факта мы останавливаться не 
будем. Оно дано в книге Н. В. Е ф и м о в а  «Высшая геометрия» 
(гл. VI, § 161). Сложное отношение называют поэтому о с н о в ­
н ы м  и н в а р и а н т о м  проективной группы.

Пусть G — группа преобразований некоторого множества R. 
Преобразования группы G, преобразующие в самое себя некоторое 
точечное множество V пространства R , называются автоморфными 
преобразованиями или автоморфизмами относительно множест­
ва V ; автоморфизмы могут перемещать точки множества V, но при 
этом каждая точка множества V может переместиться лишь в точ­
ку множества V.

Произведение двух автоморфизмов относительно данного мно­
жества V есть снова автоморфизм относительно множества V. Пре­
образование, обратное автоморфизму относительно . множества 
V, также есть автоморфизм относительно того же множества V', от­
сюда следует, что совокупность всех преобразований группы G, ав- 
томорфных относительно множества V, образует группу.

Евклидову плоскость, которую мы рассматриваем в этом параг­
рафе, пополним бесконечно удаленными точками, и пусть — бес­
конечно удаленная прямая. Совокупность проективных преобра­
зований, автоморфных относительно прямой /ю, образует подгруп­
пу 66 проективной группы. Подгруппа 06 называется аффинной груп­
пой, а каждое преобразование, принадлеж ащ ее^, аффинным пре­
образованием. Из формул

, _  °u * i  ~Ь a i2x 2 Ч~ ° гзX j —  t
a:tixl " t"  ая2х2 +  а зз 

 ̂' _ а21*1 +  Я‘22*2 а2пX .> —  у
°31х1 +  аз2х2 +  а зз

а а а12 а
&9А &■21 “22 
а04 а
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определяющих общие проективные преобразования, ьытекает, что 
автоморфизмы проективной группы относительно /к характери­
зуются тем, что о 3, =  а 32 — 0, а33 ф  0, и мы получаем коорди­
натное представление такого преобразования в следующей форме:

у '  °11 У \ а 12 „ I °1ЯЛ , ------------ X j  - f -  — хг - j --------------- ,
° з з  a 3:t азз

x.: =  ^  X2 +  ^ ,
а зз а зз °3 3

Нетрудно видеть, что аффинные преобразования, которые изуча­
лись в главе II, совпадают с преобразованиями проективной груп­
пы, переводящими в себя бесконечно удаленную прямую. Поэтому 
то, что мы назвали группу автоморфизмов относительно прямой 
/ „ а ф ф и н н о й ,  полностью согласовано с материалом главы II.

Таким образом, аффинная геометрия, которая была изучена 
подробно в главе II, представляет собой теорию инвариантов аф­
финной группы, или, что то же самое, теорию инвариантов под­
группы автоморфизмов проективной группы относип'.ельно беско­
нечно удаленной прямой /„.

Остановимся на вопросе об инвариантах аффинной группы. 
Очевидно, все проективные инварианты являются и аффинными 
инвариантами. Далее оказывается, что существуют аффинные ин­
варианты, не являющиеся проективными. Таким инвариантом яв­
ляется простое отношение трех точек, лежащих на ос ной прямой. 
Аффинных инвариантов трех точек, не лежащих на ос ной прямой, 
не существует. Это вытекает из того, что любые три точ <и, не леж а­
щие на одной прямой, аффинным преобразованием могут быть пе­
реведены в любые три другие точки, также не лежащие на одной 
прямой. При п >  4 существуют аффинные инварианты произволь­
ной системы п точек. Все они могут быть выражены через простые 
отношения. Поэтому простое отношение называют о с н о в н ы м  
и н в а р и а н т о м  аффинной группы.

Аффинное преобразование

х \ =  « 11*1 "Ь а и хг~ г  «із» 
х ’, — а21х, -j- a2lx 2-f- «23

называется ортогональным, если его матрица
/а и а 12\
\«21 «22-

удовлетворяет условию
аи — cosfp, о21 =  sin ср, 
a 12 =  — sin <р, а22 — cos <р,

или
аИ =  cos ф, а21 == sin ф, 
ал, -  sin ф, а22 =  — cos ф,

« И  «12  «13  

$21 2̂2 $23
О 0 а33

Ф 0.
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где
ф $ (— я, я].

Как было установлено в главах I и II, совокупность ортогональ­
ных преобразований образует группу. Эта группа называется ор­
тогональной. Ортогональная группа есть подгруппа аффинной и 
проективной групп.

В отличие от рассмотренных выше групп, ортогональная груп­
па имеет инвариант двух точек. Таковым является, например, 
функция двух точек М  (хь  х 2), Л/ (уь у 2):

р (м,  N) =  ^ ( у . - ^  +  о ъ - д д * .

Инвариантность этой функции проверяется простыми выкладками, 
которых мы проводить не будем. Величина р (М , N ) называется 
р а с с т о я н и е м  между двумя точками М  и N . Расстояние 
представляет собой основной  и н в а р и а н т  геометрии ор­
тогональной группы, поскольку все другие инварианты могут быть 
выражены через расстояния.

Как было установлено в главе II, геометрия ортогональной 
группы представляет собой евклидову геометрию.

Выше мы рассмотрели проективную группу с основными ее 
подгруппами — аффинной и ортогональной. Этим группам соот­
ветствуют геометрии: проективная, аффинная и евклидова. Оче­
видно, чем шире группа преобразований, лежащая в основе той 
или другой геометрии, тем уже класс геометрических объектов. 
Это вполне понятно, ибо, чем больше преобразований содержит 
группа, тем меньшее количество соотношений и функций остается 
инвариантными относительно всех преобразований данной группы. 
Поэтому из перечисленных геометрий самый бедный класс объектов 
имеет проективная геометрия, а самый богатый — евклидова.

2. Группа автоморфизмов относительно невырожденной линии 
второго порядка. Пусть k — невырожденная овальная линия.Рас­
смотрим группу автоморфизмов относительно линии к. Имеет место 
следующая теорема.

Т е о р е м а  1. Если k — произвольная овальная линия, А и 
А ' — две произвольные точки, расположенные во внутренней облас­
ти линии к, то существуют два и только два автоморфизма отно­
сительно к, переводящие точку А в точку А ' и произвольно данное 
направление при точке А — в произвольно данное направление при 
точке А '. При этом внутренняя область овальной кривой переходит 
в себя.

Доказательство этой теоремы мы приводить не будем. Оно дано 
в книге И. В. Е ф и м о в а «Высшая геометрия» (см. гл. VI, § 168).

Линию k, относительно которой рассматриваются автоморфиз­
мы, будем называть абсолютом, а сами автоморфизмы — гипербо­
лическими движениями.
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Итак, пусть фиксирован абсолют, или, что то же, овальная кри­
вая второго порядка. Две фигуры будем называть конгруэнтными в 
гиперболической геометрии, или, что то же, геометрии д е  ижений отно­
сительно выбранного абсолюта, если одна из них преобразуется в 
другую при помощи некоторого гиперболического движения. В ги­
перболической геометрии существуют инварианты дв^х точек. Н а­
пример, инвариантом двух произвольных точек Р , Q яьляется слож­
ное отношение (Р, Q; U, V), где U, V — точки переселения прямой 
PQ с абслютом k, а также любая функция этого сложног о отношения.

Среди всех инвариантов гиперболической геометрии наиболее 
важную  роль играет инвариант с In (Р, Q; U, V), где с Ф  0 — неко­
торая постоянная.

Точки Р  и Q будем брать теперь во внутренней области 
абсолюта k. Тогда величина (Р, Q; U, V) положительна, 
и потому In (Р, Q; U, У) является вещественным числом. Далее, 
если направление вектора PQ  противоположно таправлению 
вектора UV, то (Р, Q; U, V) >  1 и In (Р, Q; U, V) >  0; ес­
ли же направления векторов PQ  и U V совпадают, то (Р, Q; U, V")<1 
и In (Р, Q- U , V) <  0.

Предположим, что имеет место первый случай. Возьмем на от­
резке PQ  произвольную точку R. Непосредственной проверкой 
легко убедиться, что

(Р, Q- U, V) =  (Р, R- U, V) • (R, Q- U, V).

Отсюда

ln (P , Q; U, V) =  In (Р, R ; U, V) +  In (R, Q; U V); (*)

При рассматриваемом нами расположении точек справедливы не­
равенства

(Р, Q; U, V )>  1, (Р, R; U, V )>  1 и (R, Q; U, V )>  1.

Поэтому все слагаемые в равенстве (*) положительны Если векто­
ры PQ  и U V имеют одинаковое направление, то все члены равенст­
ва (*) отрицательны. В обоих случаях имеем:

| In (Р, Q; U, V)\ =  |ln (Р, R\ U, V)\ +  |ln (R, Q; U V) |.

Каждому отрезку PQ, лежащему внутри отрезка IJV,  отнесем 
положительное число

p(PQ) =  |c ln (P , Q; U, V)\.
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Нетрудно видеть, что:
1) конгруэнтным отрезкам будут сопоставлены равные числа, 

поскольку р (PQ)  — инвариант автоморфизмов относительно аб­
солюта k\

2) числа, отнесенные отрезку PQ и его частям PR и R Q , таковы, 
что

P ( P Q )  =  P ( P R )  +  P ( R Q Y ,

3) для любого отрезка PQ

Р (PQ) >  0.

Заметим, что любой отрезок PQ  может быть взят в качестве мас­
штабного. Д ля этого нужно положить

_  1
In (Л  Q; и ,  V )  '

Точно такими же свойствами характеризуется длина отрезка в 
евклидовой геометрии. На основании указанной аналогии функ­
цию отрезка р (PQ ) назовем длиной отрезка PQ  в гиперболической 
геометрии.

3. Модель К эл и -К л е й н а  для геометрии Лобачевского. Пусть 
k  — овальная линия второго порядка. Будем строить гиперболи­
ческую геометрию внутри абсолюта k. За гиперболические точки 
примем точки внутренней области овальной линии k, а за гипербо­
лические прямые всевозможные хорды линии k. Точки самой линии 
не причисляются к объектам гиперболической геометрии; поэтому 
отрезки, изображающие гиперболические прямые, не содержат 
своих концов.

Непосредственной проверкой можно установить, что для ги­
перболической геометрии выполняются аксиомы связи, порядка и 
принцип Дедекинда. С помощью теоремы 1 п. 1 § 11 можно дока­
зать, что в гиперболической геометрии выполнены все аксиомы 
конгруэнтности. Следовательно, все аксиомы абсолютной геометрии 
сп раведли вы  д л я  гиперболической  геометрии.

Так как через любую точку А, лежащую 
во внутренней области абсолюта, можно про­
вести бесконечно много хорд абсолюта, не пе­
ресекающихся с данной прямой а, при ус­
ловии, что точка А не принадлежит прямой 
а,  то в гиперболической геометрии выполне­
на аксиома параллельности Лобачевского 
(см. формулировку этой аксиомы в § 16 гл.
III). Проще всего в последнем факте убедить­
ся, взяв в качестве абсолюта окружность на 
евклидовой плоскости (рис. 115).
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Таким образом, на объектах евклидовой геометрии построена 
реализация геометрии Лобачевского. В соответствии с положени­
ями, развитыми в § 20 гл. I, мы получим, что: 1) система аксиом 
геометрии Лобачевского непротиворечива в той же степени, что и сис­
тема аксиом геометрии Евклида-, 2) аксиома параллель ности не за­
висит от аксиом связи, порядка, конгруэнтности и непрерывности.

В этой книге мы наметили лишь основные контурь реализации 
геометрии Лобачевского, которую обычно называют реализацией 
Қэли—Клейна. Более подробное изложение этого вопроса, а также 
примеры других реализаций содержатся в книгах В. Ф. К а г а н а 
«Основания геометрии», ч. II, М., ГИТТЛ, 1956, (гл. X III) и
Н. В. Е ф и м о в а  «Высшая геометрия» (гл. VI, § 168, 170, 171), 
к которым мы и отсылаем читателя.



Г Л А В А  IV. ОСНОВЫ ТЕОРИИ КРИВЫХ

§ 1. Векторные функции скалярного аргумента

В этом параграфе сообщаются вспомогательные сведения, отно­
сящиеся к векторным функциям скалярного аргумента. Посколь­
ку факты, о которых будет идти речь, являются простыми обобще­
ниями основных понятий курса математического анализа, то мы 
по большей части ограничимся лишь изложением формулировок 
соответствующих понятий и теорем.

Фиксируем в пространстве декартову систему координат с на­
чалом в точке О (см. рис. 116).

Пусть, далее, каждому числу t £ [а, Ь] поставлен в соответствие 
по некоторому правилу вектор

г  = г(0
с началом в точке О. В таком случае мы будем говорить, что на 
сегменте [а, Ь\ определена в е к т о р  - ф у н к ц и я

г  =  г (0 -
Если i, j ,  k  —  орты координатных осей х, у,  г, то справедливо 

разложение
Г ( t )  =  X( t ) i  +  y ( t ) j  +  7 ( 0  к,

где скалярные функции x( t ) ,  y ( t ) ,  
z ( t )  суть проекции вектор-функции 
г  ( t )  на указанную координатную 
ось. Функции х  ( t ) ,  у ( t ) ,  г ( t )  
будем называть составляющими 
вектор-функции г  ( t ) .

Пусть на промежутке \а, Ь] за­
дана вектор-функция г  (() .  Гово­
рят, что вектор а  есть п р е д е л  
этой функции в точке 10 (- [а, Ь\, 
если

lim [г  (/) — а\ — 0.

Аналогично определяется предел последовательности векторов. 
Именно последовательность векторов г п имеет пределом вектор 
а, если

l im  jr. — а\ =  0 .
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Т е о р е м а  1. Д ля того чтобы вектор а  =  ai +  рj  -f- yfc 
был пределом функции г  ( t)  в точке /0 или пределом последователь­
ности векторов г п, необходимо и достаточно, чтобы составляющие 
вектора а  были пределами составляющих векторов г  ( t )  или г п. 

Используя неравенства

I* (0 — “ I < \г (О — а \; \у (/) — р| < \r (t) — а [ ,  
к  (0 — ү|< |г(0  — а\,

легко установим необходимость условия теоремы.
И з неравенства

| г  (t) — а \  =  V ( х  (0 — а)2 -(- (у (0 —р)2 -+- (2 (0 — 'rt1-<  
< \ x ( t ) ~  а| +  |у(/) — Р1 +  |г(/) —vl

вытекает достаточность условия теоремы.
Д ля предела последовательности векторов г п доказательство 

вполне аналогично.
В дальнейшем будем использовать обозначения

а  =  lim г  (t)
t  - t o

а  =  lim r n.
П -*> »

Т е о р е м а  2. Если
а  =  lim г , (/), Ь =  lim r 2 (t)

t -*■ t о t -+ to
(a <  t <  6),

mo:
1) Я(/0) а  +  ц ( / 0) Й =  lim(fc (O r, (0 +  n (0  »**(*))

t - t .

(). (/) к Ц, (/) — некоторые непрерывные функции t £ [a, b\).
2 ) (а , Й) =  l im ( r 1(0- /*(/));t ~*t о
3) [a, &] =  lim [ri (/), r 2(0J.

t - t 0

Пусть, кроме того,
с =  lim г3(0,

/ -W0
тогда

4) (а, Ь, с) =  lim (г, (/), г 2(0, г 3 (/)).
t -* to

Дословно также формулируется теорема о пределах различных 
операций для последовательностей векторов.

Доказательство теоремы 2 с помощью теоремы 1 л ерко сводит­
ся к теоремам о пределах арифметических операций над скалярны­
ми функциями, которые проходятся в курсе математического 
анализа.
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Вектор-функция г  ( t )  называется н е п р е р ы в н о й  в т о ч к е  
t0 £ [а, Ь], если

г  if  о) — lim r ( t ) .t - t  „
Если вектор-функция г  ( t )  непрерывна во всех точках проме­

жутка [а, Ь], то говорят, что она непрерывна на [а, Ь]. В дальней­
шем для приращения вектор-функции будем применять следующее 
обозначение:

Дг =  /* (/-)- At) — г  (t).
Т е о р е м а  3. Д ля  того чтобы вектор-функция г  ( t)  была 

непрерывна в точке 10 (на промежутке [а, Ь]), необходимо и доста­
точно, чтобы были непрерывны в точке t0 (на промежутке [а, Ь\) 
ее составляющие.

Доказательство этой теоремы есть простое следствие теоремы 1.
Т е о р е м а  4. Пусть r ^ t ) ,  r 2 ( t ) ,  r 3 ( t ) — непрерывные 

функции на промежутке [а, Ь]. Тогда на [а, Ь] непрерывны следую­
щие функции:

1) r  if) — ?"i (О Г\ if) +  К  ( 0  r i ( 0  +  ( 0  г з if)
(здесь, Xj ((), \  (t), >-з (/) — непрерывные функции на [a, Ь]);

2)  / ( / )  =  ( г 1 ( 0 ,  г , ( 0 ) ;
3)  / ? ( / )  =  [ г ,  ( 0 ,  г а ( 0 1 ;
4) h(t)  =  (r4 (t), г2 (/), г 3 (()).

Другими словами, вместе с исходными функциями непрерывны 
их линейная комбинация, скалярное, векторное и смешанное произ­
ведения.

Отметим, что г  ( t )  и R  ( t ) —  вектор-функции, a f ( t )  и h ( t ) —  
скалярные функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 4 проведем для вектор-функ­
ции R  ( t ) .  Имеем: £  *  ^

R i f )
i  j k

[ Г і  (t), гя (/)] = x t (() у, (/) Zi(0 =
(0 У2(0 2.(0

\ а

= ГУі (0 (0 — zj (0 у2 (01 * 4- [*i (0*2 (0 — 22 (0 -«1 (01 j  +
+  [*i (0 (0 — *2 (0 Уі (01 k.

Из этого соотношения и теоремы 3 вытекает непрерывность состав­
ляющих вектор-функции R ( t ) ,  а следовательно, и самой этой 
функции. ■'

Пусть на сегменте [а, b] задана вектор-функция r( t ) .  Гово­
рят, что она д и ф ф е р е н ц и р у е м а  в т о ч к е  t0 £ [а, Ь), если 
при М  -*■ 0 существует предел отношения

г  (/„  +  At)  -  г  (tu)



Этот предел называют производной вектор-функции г  (/’ в точке f„
и обозначают г '  (/0), или —

At i = t a.

Если вектор-функция дифференцируема в некоторой точке, 
то, очевидно, она и непрерывна в этой точке.

Если вектор-функция г  (()  имеет производную в каждой точке 
промежутка [а, Ь], то говорят, что она дифференцируема на всем 
промежутке [а, Ь].

Т е о р е м а  5. Пусть вектор-функция г  ( i)  дифференцируема 
в точке t0 £  [а, Ь], тогда составляющие этой функции ічакже диф­
ференцируемы в точке /0, и имеет место равенство

г '  (t0) =  х ' (/„) і  -{- у ' (/0) j  -j- 2 ' (/0) k.

Обратное утверждение также имеет место.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем прежде всего, что состав­

ляющие вектор-функции г  ( t)  дифференцируемы в то1 ке /0. Дос­
таточно это проверить .для функции x( t ) .  Имеем:

л- (/) =  (г (/), І). ?
Отсюда - -—

0 ) _  1 (/■ (t0 -j- At) г  (/0), /) =
At  At

r ( t 0 - f  At )  —  r ( t „ ) 

At- ( ■
Так как

й ( " р^ - г(?0) 1 ^ = ( r ' і ] ’

то функция х ( t) дифференцируема в точке t0 и имеет место равенство

( д  =  (г ' ((о), /)• (*)
Аналогично имеем:

У'(*о) =  (г ' (ta), У); (*  * )
г ' (/0) =  (г'  (t0), k). (* * * )

Из формул (*), (**) (***) вытекает, что
r ' ( t 0) ^ x '  ( / „ ) / + у ' (to) j  Л - Z'(to) k.

Проводя рассуждения в обратном порядке, докажем обратное ут­
верждение.

Теорема доказана.
Если г  ( t )  дифференцируема на всем промежутке \а, Ь], то 

составляющие этой функции x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t )  также дифференци­
руемы всюду на \а, Ь] и при всех t справедливо равенство

r' (t )  =  х '  (t) і  +  у'  (0 у  +  г ' (t) к.
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Это утверждение есть непосредственное следствие теоремы 5.
Приведем без доказательства основные формулы для дифферен­

цирования операций над вектор-функциями:

1. -  (>-4г , +  К г г) =  Я, ^  ^
Л d/ 1 2 d/

(X, и Я2—некоторые постоянные числа).

, J - № .Л ‘ \ d t  )  \  d t

d r ? .п  d
3- л  r j  = + Г*’ Л
Пусть на промежутке [а, 6] задана вектор-функция r ( t ) .  Ра­

зобьем промежуток [а, Ь] точками

a =  t0 < t l <  . . . < t „  =  b
и пусть

Я =  max (/ж  — /,).
0<|<л—1

Составим интегральную сумму
п-1

=  У Г (Т;) Д /„

1 = 0

где

д о  =  0+1 — 0 и € 10. O+il-

Будем говорить, что вектор-функция r ( t )  и н т е г р и р у е ­
м а  на [а, Ь\, если существует предел интегральных сумм а,, при 
X -> 0. Этот предел будем называть о п р е д е л е н н ы м  и н т е г ­
р а л о м  от вектор-функции г  ( t)  и обозначать так:

ь

J r  (/) rf/.
а

Т е о р е м а  6. Всякая непрерывная вектор-функция интегри­
руема. Более того, справедлива формула

b  ь ь ь

I г (/) dt =  i  j *  (0 dt - f  j  J  У (0 dt 4-  k  J 2 (t) dt.
a  a  a  a

Т е о р е м а  7. Пусть функция r  ( t )  имеет непрерывную про­
изводную, тогда справедлива формула Ньютона — Лейбница

ь

г  ( Ь ) — г  ( а ) = | Г  (0 d t .
а
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Доказательство теорем 6 и 7 мы предоставляем читателю в ка­
честве упражнения.

Мы будем говорить, что вектор-функция г  ( t),  задан чая на про­
межутке [a, b1, k  р а з  н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а  ( k > \ ) ,  
если вектор-функция г  ( t)  имеет на [а, Ь] непрерывные производные 
до порядка k включительно.

Совокупность k раз непрерывно дифференцируемых вектор- 
функций на промежутке [а, Ь] мы будем обозначать C(k\a , b\, а со­
вокупность k  раз непрерывно дифференцируемых скалярных фун­
кций будем обозначать С{к)[а, b]. Иногда, если указание проме­
ж утка [а, Ь\ не нуждается в особом подчеркивании, б>дем приме­
нять более краткие обозначения: O k), C(ft>.

Т е о р е м а  8. Для  вектор-функций r ( t )  £  Cw  справедлива 
следующая формула Тейлора:

Дг =  г  (/„) At + 1  г"  (/«) (Д/)2 +  . . .  + 1  г>"> (/„) (Д(Г  +

+  е ( / 0, Д / ) ( А t ) n,

где

А г  =  г  (/„ - f  АО — г  (/0), /0, lo +  A t ^ l a ,  b),

lim [ е (/0, At) | =  0.
\t -  о

Справедливость теоремы 8 непосредственно вытекает из фор­
мул Тейлора для скалярных функций х ( t ) ,  у ( t ) ,  z ( t ) ,  являю ­
щихся составляющими вектор-функции r ( t ) .

Аналогичным образом для векторных функций от нескольких 
скалярных аргументов вводятся понятия предела, непрерывно­
сти, частных производных и т. д. Мы не будем останавливаться на 
этом более подробно, так как принципиальных отличий по сравне­
нию с функциями одного переменного здесь нет.

§ 2. Путь

1. Пусть на сегменте [а, Ь] задана непрерывная вектор-функция 
г  ( t ) .  С помощью векгор-функции r ( t )  порождается некоторое 
отображение отрезка [а, Ь\ в пространство, если каждому числу 
t £  [а, Ь] относить в пространстве точку М (/) — конец вектора
г  (О-

Мы будем говорить, что это отображение, порожденное функ­
цией г  ( t ) ,  определяет в пространстве некоторый путь I. Ф унк­
цию г  ( t) часто называют параметрическим представлением 
nt/mu I.
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Путь I будем называть р е г у л я р н ы м ,  если определяющая его 
вектор-функция

г  (/) 6 С<« [a, b] (k >  1)
и всюду на [а, 6]:

г '  (/) ф 0.
Если к =  1, то путь / также называют гладким.
Совокупность регулярных путей, порожденных k  раз непре­

рывно дифференцируемыми вектор-функциями, будем обозна­
чать Р [к).

Два регулярных пути I и т будем называть э к в и в а л е н т ­
н ы м и , если определяющие их вектор-функции r ( t ) ^ C {k)[a, Ь\ и 
g  (т) £ С(к)[а, р] удовлетворяют следующим условиям:

1. Существует функция
t =  / ( т)

такая, что'.
а) /  (т) £ С{к][а, р], т. е. к раз непрерывно дифференцируема;
б) / ( а) =  а,

/(Р) =  Ь;
б) при любом т £ [а, Р]

г  М Ф О .
2. /7ри любом т £  [а, Р] справедливо соотношение

г  if (т)) =  g  (т).
З а м е ч а н и е .  В приведенном выше определении эквивалент­

ности путей удобно считать, что не обязательно а <  Ь и а  < ; р. 
Поэтому условие 1 означает лишь, что между промежутками [а, Ь\ 
и [а, Р] есть к раз непрерывно дифференцируемое взаимно однознач­
ное соответствие. Из условия Is) следует, что всюду на [а, Р] имеем: 
/'(т) >  0 или / ' (т) <  0.

Приведем простые примеры эквивалентных и не эквивалентных 
путей.

П р и м е р  1. Путь I определяется вектор-функцией 
Г (t) =  ( cos /) /  -j- (sin f) j ,  0 <  t <  4л.

Путь m  определяется вектор-функцией
g  (т) =  (cos 2 x) /  —{— (sin 2 t ) j ,  2n <  t  <  4л.

Оба пути l и m (см. рис. 117) представляют собой дважды проходи­
мую против часовой стрелки окружность с центром в начале коор­
динат радиуса единица.

Оба пути регулярны. Связь между промежутками [0, 4я] и 
[2п, 4я] устанавливается с помощью функции

t =  f  (т) =  2т —  4л,
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/(2л) = 0 ,
/  (4л) =  4л,
Г  (т) =  2 > 0 .

функция /  (т) имеет производные всех порядков. Далее, при любом 
х ( ] [ 2л, 4Я] имеем:

г  (() =  г(2т — 4л) =  cos (2т — 4л) / -f- sin (2т — 4л) j  =
=  (cos 2т) i  -{- (sin 2т)  j  =  g  (т).

Итак, пути I и т  эквивалентны.

при этом

П р и м е р  2. Пусть / — путь, рассмотренный в примере 1, 
а п  — путь, заданный вектор-функцией

Һ (т) =  [cos (arccosT)] i  -j- [sin (arccosr)] y , — 1 <  т <  1.
Тогда при изменении то т  — 1 до+1 

arccos т изменяется г пределах 
от я до 0 и путь п предста зляет собой 
верхнюю половину окружности, изо­
браженной на рис. 118, проходимую 
в направлении часовой стрелки. Оче­
видно, что пути I n n  не эквивалентны.

2. Докажем, что введенное выше 
понятие эквивалентности путей удо­
влетворяет трем условиям: рефлексив­
ности, симметричности и транзитив- 

Рис. 118 ности.
Всякий регулярный гуть /, оче­

видно, эквивалентен сам себе. Д ля этого достаточно использовать 
функцию

I (Т) =  т.
Докажем теперь симметричность этого отношения. Пусть пути 

/ и т  эквивалентны. Тогда, согласно определению, вектэр-функции
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r  ( o e c w f a ,  b\ и ^ ( t )  £  C{,t)[a, P], задающие эти пути, таковы, что 
существует функция

t =  /  (т) £  С‘П а , Р],
для которой:

а) /  (а) =  а,
б) /  (Р) =  6;
в) при любом т £  [а, Р) : / ' (т) 0;
г) при любом [а, Р] справедливо соотношение:

г  (0  =  г  (/(т))=  g-(T).

Из условий а), б), в) вытекает, что на промежутке [а, Ь] существует 
функция

т =  ф (0 .

являющаяся обратной для t — f  (т), причем при всех /£ [ а ,  b] 
имеем: ф' (t) ф  0.

Так как т =  ф (0  — функция, обратная для t =  f  (т), то
ф (а) =  ос,
ф (Ь) =  Р, 

и для любого t £ [ a ,  b\ имеем:

t =  /  (t),
если т =  ф (t). Поэтому из условия г) получаем:

g  (т) =  g  (ф (0) =  Г (Q.

Из наших построений вытекает, что путь т  эквивалентен пути
I, и симметричность отношения эквивалентности путей установлена.

Проверка выполнения свойства транзитивности также не со­
ставляет труда. Действительно, пусть путь / эквивалентен пути т, 
путь т  в свою очередь эквивалентен пути п и пусть, далее,

г  ( ( )  6  С < * >  [ а ,  Ъ ] ,  

g ( х) £ С<*>[а, Р],
Л(£) 6 С»>[1, (іі

— порождающие их вектор-функции.
Если функции

/ = /(т)€С<*(а, Р)
и

т =  ф (|) |1]
осуществляют связь между соответствующими значениями парамет­
ров, то легко проверить, что сложная функция

* =  Ғ © . =  /(Фа)КС<*>[Х, it]
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устанавливает связь между соответствующими значениями t и с, 
в силу которой пути / и п эквивалентны.

Отношение эквивалентности разбивает все пути на классы эк­
вивалентных между собой путей; при этом каждый путь входит 
в один и только в один класс.

§ 3. Кривая

Будем говорить, что два регулярных пути I £ Р (к) и т £  P ik) оп­
ределяют одну и ту же р е г у л я р н у ю  к р и в у ю  L, если эти пути  
эквивалентны. Таким образом, каждому классу эквивалентных 
между собой регулярных путей соответствует некоторая регуляр­
ная кривая; при этом разным классам соответствуют разные 
кривые.

Можно также сказать, что р е г у л я р н а я  к р и в а я  есть класс 
эквивалентных между собой регулярных путей.

В сякая регулярная кривая L вполне определена, если указан 
хот; бы один путь / из класса эквивалентных путей, характеризую ­
щих L. Вектор-функция г  =  г  (t), порождающая путь !, называется 
параметрическим представлением кривой L, или простоев парамет­
ризацией.

Таким образом, каждую регулярную кривую можно задать 
указанием какой-либо одной ее конкретной параметризации. Пере­
ходу от одной параметризации кривой L к другой соответствует 
переход от одного пути к другому внутри одного іаасса  эквива­
лентных путей.

Поясним на примере 1 § 2 гл. IV наглядный смысл определе­
ния кривой. Оба пути I и т, которые там рассматривались, опреде­
ляли на плоскости хОу дважды повторенную окружно:ть. Пути / и 
т  были эквивалентны. Следовательно, это две различные парамет­
ризации одной и той же кривой— дважды повторенной окружности. 
Различие между этими параметризациями в том, что при второй 
параметризации точка движется по кривой в два раза быстрее.

Можно было бы взять также и другую параметризацию нашей 
кривой так, чтобы точка на ней двигалась в три раза быстрее и 
притом в обратном направлении.

Приведенные соображения раскрывают смысл определения кри­
вой. Если рассматривать пути, порожденные различіыми вектор- 
функциями, то их можно трактовать как траекторғи движения 
материальных точек, учитывая при этом скорость и направление 
движения по траектории. Если отвлечься от скорости и направле­
ния движения и изучать лишь чисто геометрические свойства траек­
тории, то мы и придем к понятию кривой. Выше это было сделано 
с помощью понятия эквивалентных регулярных путей. Именно, 
отождествляя между собой эквивалентные регулярнье пути, мы 
исключаем из рассмотрения «механические» свойства путей и изу-
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чаем их общие геометрические свойства, которые как раз и являются 
свойствами кривой.

Пусть I и т — два регулярных, эквивалентных пути, порождае­
мые соответственно вектор-функциями

г  (0 €  С ^ [ а , Ь )
и

g-(t)€C<*>la, р].
Связь между параметрами t u x :

t =  /  (t),
сопоставляет между собой точки М  (t) и N  (т) путей I и т. Точки 
М (t) и N  (т) будем называть соответствующими. Из определения 
эквивалентных путей следует, что соответствующие точки в про­
странстве совпадают.

В классе эквивалентных регулярных путей точки, лежащие на , 
разных путях, естественно объединяются в совокупности соответст­
вующих точек, причем каждой такой совокупности в пространстве 
отвечает единственная точка. Эта точка и принимается за точку 
кривой L, для которой рассмотренные выше эквивалентные регуляр­
ные пути являются всевозможными параметризациями.

§ 4. Касательная

Пусть I — регулярный путь, порожденный вектор-функцией 
г  — г  (/)£  С т [а, Ь].

Напомним, что r ' ( t )-ф  0 всю­
ду на [а, Ъ\.

Пусть X  ( t0) и X  (0  — точ­
ки /, отвечающие значениям 
параметра t0 и t. Н а прямой, 
проходящей через точки 
X ( t 0) и X  (#), выберем напра­
вление, совпадающее с напра- 
влением вектора Х((„) X  (/), 
если /0 <  t, и совпадающее 
с направлением X ( t ) , X ( t 0), 

если t0 >  t. Полученную в 
результате ось назовем на­
правленной секущей пут и I в точке X  (/„).

Направленной касательной к пути / в точке X  ( t0) называется 
предел направленных секущих (рис. 119).

Т е о р е м а  1. В каждой точке регулярного пути существует 
направленная касательная.

251



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X  (/„) — произвольно фикси­
рованная точка регулярного пути I, а X  (t) — переменная точка 
того же пути. Рассмотрим вектор

g ( t )  = r « ) - r ( t 0)
t — L

Легко видеть, что вектор g( t )  лежит на направленной секущей, про­
ходящей через точки X  (t„) и X  (/), и имеет с ней одинаковое на­
правление.

Д алее,

Hm g  (t)
( - t o

lim £j O - / .Wurn
t - t . Г' (to) Ф 0.

Рис. 120

X - x  ( t0)

Отсюда следует, что в точке 
X( t 0) существует гаправленная 
касательная t к I, которая опре­
деляется в пространстве векто­
ром г ' (/0) (см. рис. 120).

Теорема доказа іа.
Если через X,  Y,  Z  обозна­

чим текущие координаты точки 
на направленной касательной к 
гладкому пути / в точке X  (10), 

то канонические уравнения ка­
сательной будут иметь вид:

* (V ,
х'  (/„) У' (/.) 2' (*о)

здесь х  (0 , У (0 . 2 (0  — составляющие вектор-функции г  (t).

Т е о р е м а  2. У двух эквивалентных регулярных путей в соот­
ветствующих точках направленные касательные совпадают или  
имеют противоположные направления.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны эквивалентные регуляр­
ные пути

i : r  =  г (/)б О * > [а , Ь],

и пусть функция
т ■ g  = £ ( * ) €  [a, Р],

t — f  (т) € [а, Р]

осуществляет связь между соответствующими точками этих путей. 
Тогда при всех т £  (а, Р) имеем:

/'  ( 0  Ф  0
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и

r ( f k ) )  =  g  (*)•
Отсюда

r ; v ( t ) ) r ( T ) = g r '( t ) ,
и для соответствующих точек путей / и m имеем:

Так как / ' (т) на [а, |3] сохраняет постоянный знак, то одновременно 
во всех парах соответствующих точек / и т направленные каса­
тельные либо совпадают, либо направлены в противоположные 
стороны.

Теорема доказана.
Прямая, которая получается из направленной касательной в точ­

ке X  (/„) к пути I отбрасыванием направления, называется каса­
тельной к пути / в точке X  (t0).

Из теоремы 2 вытекает важное заключение: у  эквивалентных ре­
гулярных путей в соответствующих точках касательные совпадают.

Пусть L — регулярная кривая и А — некоторая точка этой 
кривой. Пусть, далее, регулярный путь

/ :  г  =  г  (О С P {k)

есть параметризация L  и / =  10 — значение параметра, соответст­
вующее точке А кривой L. Касательной к L в точке А называется 
касательная к пути / в точке X  (t0). Так как у эквивалентных ре­
гулярных путей касательные в соответствующих точках совпадают, 
то данное определение корректно.

§ 5. Длина пути

Рассмотрим в пространстве путь /, который порождается непре­
рывной вектор-функцией

г  =  г  (t), а <  t <  Ь.
Разобьем промежуток \а, Ь\ точками

а — tq t j . . .  <  tп =  6.
Число

X =  max (/,+1 — t t)
0к1<п— I

назовем рангом разбиения.
Обозначим через X  (/,) точку пути /, являющуюся концом век­

тора r( t , )  (рис. 121). Пусть L n — ломаная, последовательные вер­
шины которой лежат в точках X  (/„), X  {t j ,  . . .  , X ( t n). Такую
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Xlt„l

ломаную будем называть вписанной в путь К Через s ( Ln) обозна­
чим длину ломаной Ln.

Длиной s (I) пути I будем называть предел длин, вписанных в 
этот путь ломаных, при условии, что ранг разбиеЕ ия стремится 
к нулю.

Другими словами,
s(l) =  1 m s ( L n).

я -о
Т е о р е м а  1. Всякий 

регулярный путь I имеет 
определенную длину. Более 
того, если регулярный путь
I задан вектор-функцией

Г =  г  (I) е [а,  Ь], 
то справедлива формула 

ь

s (о =  5 1 { t ) \ d t -
Рис. 121

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Произведем разбиение сегмента [а, b] 

« — 0̂ t\ <  • • • "С tn =  b, 
и пусть I  — ранг этого разбиения. Строим ломаную Ln по указан­
ному разбиению. Тогда

л—!

1=0
*  (U) Х  <*ж)

л- i

Sг= 0
г  (tl+1) -  г  t t)

Пусть x(t) ,  y(t) ,  г (t) — составляющие вектор-функции r ( t ) 1. 
Тогда

П—1
s ( L n 1 =  V  К  [х (f |+1) -  х (^)]2 -)- [у ( /J+1) -  у  +  [z (t Hl) ~ z  (Q Y .

t - o .  ,
Применим к каждой из разностей, стоящих в скобках под зна­

ком радикала, формулу Лагранжа:

x( tm)  — x ( t l) =ssx' (£|).Д*„
У (*і+і) — У Р і) =  у ' (л,) д  г̂»
2 (̂ і+і) — z ( t t) =  г' (Ct) Д

через т]г, £г обозначены точки сегмента [tt , t i+i], а через Д 
разность — t t.

1 Так как путь / регулярный, то функции x(t), у (t), z ( t ) £ C (i>, и при всех 
1( \а, Ь ] имеем: х '2 ( t ) +  у ' 2 ( t) +  г ' 1 (t) >  0 .
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Отсюда

s(L„) =  2  У  х '2 (I,) +  у '2 (Лг) +  z'2 ( У - Ч  •
£—0

Положим

/  =  J* | г '  (О I л .
а

Тогда
Ь _________ _ п—1 (/+1 ______

/ =  j  К  * '2 +  у '2 +  г '2 d t =  2  f ^  X'2 +  у '2 +  г '2 df =
а 1=0  v11

— 2  V  хЛ W  "I-  У 2 “Ь 2,2 (ті)
г=о

где rt — некоторая точка сегмента [/; , t i+i\.
Имеем;

is (l„ ) -  / 1= 1 2 (  К  *'2 ( i t) + / 8 ы + 2'2 ( w -
i=.0

_ ] / * ' 2 (т() +  у '2 (T,) +  2 '2"(Tt) '  Д / ( | <

^  ^  I x ' 2 (li) — x ' * ( x t )\ + 1  у ' 2 (т)<) — y ' 2 (Tf) 1 +  1 z, 2 ( ^ )  — z'2(Tf)l 

"  ж'2 (? і ) -Н У '2 (Лі) +  г '2 ($г) +  K * ' 2 (тг) +  у '2 (т(-) +  г '2 (тг)

Оценим прежде всего снизу знаменатель в каждом слагаемом 
правой части последнего неравенства. Д ля этого заметим, что не­
прерывная функция

\Г ' ( 0 1 =  J /V *  (0 +  / 2 (0 +  г '2 00

при  всех t \а , Ь] отли ч н а от п у л я . П оэтом у из теорем ы  В ейерш - 
трасса вы текает, что

г о — >nf | г ' ( / ) |  =  \ г '  (/0) | >  0.
[а, Ь]

Отсюда при всех І =  0, 1, 2 ....... п — 1 имеем:

V х '2 ( S i ) + y ' 2 Ы  +  2 ' 2 (W  +  1 / * ' 2 (х,) +  у ' 2 (т;) +  г ' 2 (т,) >  г ,.

Далее, функции х'~ (/), у '2 (/), 2 ' 2 (/) непрерывны на [а, Ь\,
поэтому по теореме Кантора они равномерно непрерывны на [а, Ь\.
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Зададим теперь произвольно е >  0, тогда существует такое 6 >  0. 
что для любых І ', t"  £ [а, Ь\ и удовлетворяющих соотношению

К  — п < б>
справедливы неравенства:

|* /2 (П  -  X' 2 ( П I <  -  ' '
3  (Ь — а)

| /  (Г) — у '2 ( П \ <  .
3 ( 6  —  а)

|г'2 (/') — г'2 (t") | <  г •
3 ( 6  —  а)

Возьмем теперь достаточно мелкое разбиение промежутка 
[а, Ь]. Именно, подчиним ранг разбиения условию ’к <  й.

Тогда для всех вписанных в путь I ломаных Ln, построенных 
по таким разбиениям, получим:

\s (L n) - I \ < e .
Отсюда

1 =  lim s (Ln).
Л О

Следовательно,
ь ь ____________

s(0 =  S \ r '  {t) I dt =  J Y  xrl (t) +  y'2 (t) +  г'2 (/) dt.
a a

Теорема доказана.

§ 6 . Длина кривой

Т е о р е м а  1. Длины всех эквивалентных между собой регуляр­
ных путей равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / и т — два эквивалентных 
регулярных пути, которые соответственно задаются вектор-функ­
циями

/ :  г  =  г  (/) £ С») [а, Ь],
и

т ■■ g  — S  (v) £ С<*> [а, р], (а <  т <  |5).

Пусть, далее, функция
t =  /  (т)

осуществляет связь между параметрами t и т, причем 
/  (а) =  a, f  ф) =  b; f  (т) Ф  О

и
Г (/ (т)) =  g(T).
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Разберем сначала случай, когда а < /< 6 . Тогда, очевидно, всюду 
на [а, р] имеем:

/' (т) >  0.
Из Соотношения

Г (/ (т) ) =  g  (т) 
после дифференцирования имеем:

—  у  
dt di

Отсюда

и так как

то

—  / '  (т) I =  dt 1 w
dg
di

/ ' « > 0 ,

m

На основании теоремы 1 § 5 гл. IV имеем:

d_g dr
dx dt

dr
\ di 1 J d/

dr
d/ dt — s (/)•

Пусть теперь a >  t >  b. Тогда функция f ' [ i )  строго отрица­
тельна на [а, р]. В этом случае

S (l) =  j \ r ' ( t ) \ d t .
Ь

Дифференцируя тождество

r ( f t* ) )  =  g W ,
имеем:

г  м  -  ds

Так как У (т) <  0, то
р

dt dx

f di =  — I — /' w  *  =  f
dr

J di J 1 dt J d/
dt =  s (/).

Теорема доказана полностью.
Дадим теперь определение длины кривой.
Длиной регулярной кривой L называется длина любого 

регулярного пути, характеризующего эту кривую.
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§ 7. Естественный параметр кривой

Как мы знаем, одну и ту же кривую можно задать с помощью 
бесконечного множества различных параметризаций, причем пара­
метр, как правило, не имеет прямого геометрического смысла. В 
этом параграфе для каждой гладкой кривой будет введена специаль­
ная параметризация, тесно связанная с геометрическими свойства­
ми кривой. В качестве такого параметра будет выбрана длина пере­
менной дуги на кривой.

Пусть L — регулярная кривая. Рассмотрим ее произвольную 
параметризацию, которая задается вектор-функцией

г  ==. г  (0 € С [ а ,  Ь).

Напомним, что г '  (t) Ф 0 при всех t £ [а, Ь].
Пусть / — регулярный путь, порожденный вектор-функцией г  (t). 

Обозначим через lt регулярный путь, заданный той же вектор- 
функцией г  (/), но на сегменте [a, t]\ l t будем называть дугой  
пути  /. Обозначим через s(t)  длину дуги /,. Тогда по теореме 1 
§ 5 будем иметь:

s ( t ) = $ \ r ' ( t ) \ d t .  (*)
а

Т е о р е м а і .  Функция s (t) обладает следующими свойствами:
1. s ( 0 €  С «  [а, Ь].
2. s '( t )  >  0 на [а, Ь], тем самым s ( t)— строго возрастаю­

щ ая ф ункция t£  [а, Ь].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы

s(t)  =  j V ' ( O I  dt
а

вытекает непосредственно, что
S' ( 0  =  1 г '  (01

и
s(06C <*>[a, Ь].

Так как I — регулярный путь, то при всех t £ [а, Ь]
s ' ( 0 > 0 .

Теорема доказана.
Область значений функции s (0 есть сегмент [0 ,5 ] , ^ e S = s ( L ) .  

Из теоремы 1 вытекает, что функция s =  s (0  имеет обратную

t =  t (s),

258



>  0.

которая задана на сегменте [0, S], k  раз непрерывно дифференци­
руема, строго возрастает и

J*L — _L — i
ds ds_ I r '  ( 0 1 

dt

Т е о р е м а  2. На промежутке [0, S] рассмотрим вектор- 
функцию

R (s)  =  r

Тогда эта вектор-функция порождает регулярный путь у, экви­
валентный пут и I.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, функция
t =  t (s)

такова, что:
а)'/(s)'€C«>[0,Sj; •
б) / (0) =  a, t  (S) =  b;
в) при всех s£  [0, 5]:

Далее,

dt I

ds 1 r ’ (t) |

dR_ _ d r  dt
ds dt ds

>  0.

Ф 0.

Поэтому R  (s) задает регулярный путь у. Так как
г  (t (s) ) =  R  (s),

то регулярные пути / и у  эквивалентны.
Теорема доказана.
Т е о р е м а З .  Имеет место соотношение

dR_ =  j 
ds

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

I г '  </)|dR _ d r dt =  \ r \ t )  I
dt

ds dt ds ds г' (0 I
1.

Параметр s имеет прямой геометрический смысл; он является 
длиной переменной дуги пути /. Перейдем теперь к рассмотрению 
исходной кривой L. Так как отношение эквивалентности регуляр­
ных путей симметрично и транзитивно, то путь ү эквивалентен 
любой параметризации кривой L. Отныне с каждой регулярной 
кривой L  связана вполне определенная параметризация

R  =  R  (s),
и параметр s, участвующий в ней, есть длина переменной дуги на 
L; один из концов дуги фиксирован и совпадает с начальной точкой
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кривой. Во всем дальнейшем изложении мы будем пользоваться 
этой специальной параметризацией. Параметр s называют естест­
венным параметром кривой, а вектор-функцию R  =  R  (s) естест­
венной параметризацией кривой L.

§ 8. Касательная как прямая наилучшего локального 
приближения кривой

Пусть L — регулярная кривая. Как уже было сказано выше 
такую кривую будем отождествлять с ее естественной параметри­
зацией

параметр s изменяется в пределах от 0 до S, где S — длина L. 
Точки кривой L — это концы радиус-вектора R  (s). Их будем обо­
значать через X  (s). Очевидно, что длина дуги кривой L с концами 
в точках X  (0) и X  (s) равна s.

Открытой дугой с концами X  (s^ и X  (s2) будем называть мно­
жество точек X  (s), для которых s £ (sb s 2). Пусть s0 — внутренняя 
точка сегмента [0, S]. О к р е с т н о с т ь ю  т о ч к и  X  (s0) на кривой L 
будем называть любую открытую дугу L, содержащую эту точку.

Несколько иначе определяются окрестности концов кривой L  — 
точек X  (0) и X  (S). Именно, окрестностями этих точек объявляют­
ся множества точек кривой L, для которых параметр s соответст­
венно принадлежит полусегментам [0, Si) или (s2, 5]. Мы будем го­
ворить, что для кривой L некоторое свойство выполняется л  о к а л ь- 
н о, если это свойство выполнено в некоторой окрестности любой 
‘точки кривой.

ha(As). Пусть т  — единичный вектор, лежащий на а. Тогда если

R  =  R  (s);

Рис. 122

Пусть X  (s0) — произволь­
ная точка регулярной кривой 
L. Проведем через точку X  (s0) 
любую прямую а (см. рис. 122). 
Из точки X  (s0 +  A s), леж а­
щей на L, опустим перпендику­
ляр на а  и пусть A (s„ +  A s)
— основание этого перпенди­
куляра. Длину отрезка 
X  (so+As) A (so 1 As) обозначим 
ha(A.s) и будем  называть отклоне­
нием прямой а от кривой L в точ­

ке X  (so). Найдем формулу для

AR  =  R  (s„ -f- As) — R  (sq),
то

ha (As) =  I [m, ДR] |.
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Д ля AR  напишем разложение по формуле Тейлора до членов пер­
вого порядка включительно

AR  =  R '  (s0) As -j- е (s0, As) As, 
здесь I e (s„, As)| стремится к нулю при As -*■ 0.

Отсюда
ha (As) =  I [m , R '  (s0) ] As -f- \m , e (s0, As) ] As ]

и, следовательно, главной частью отклонения h (As) является вы­
ражение

I \т , R '{s0) ] I • I As |.
Пусть теперь a0 — касательная к L  в точке X  (s0) п t —  еди­

ничный вектор этой касательной (см. рис. 123). Так как R  (s0) ле­
жит на прямой а0 и согласно теореме 3 § 7 гл. IV

|*'(®о)1 =  1.
то можно считать, что

t  =  R  (s0).
Но тогда
hao (As) =  I \t, i 1 As +  As \t, e (s0, As) ] | == | As 11 [e (s0, As), t] |.

Так как только для касательной

|[ т , R '  (s0) ]| =  0,

то отклонение ha (As) имеет 
наибольший порядок малости 
тогда и только тогда, когда 
прямая а есть касательная.

Отсюда ясно, что в достаточ­
но малой окрестности точки 
X (s0) прямой наилучшего прибли­
жения к L является касатель­
ная к L в точке X  (s0). Более 
подробно это означает, что если 
дуга X t Х 2 кривой L, взятая 
в качестве окрестности точки 
X(s0) (см. рис. 124), имеет доста­
точно малую длину, то среди 
всех отрезков А В  наилучшим 
образом приближает д у гу Л ^Х г, 
отрезок касательной Л0В0. Че­
рез А , и В, здесь обозначены 
проекции точек Х { И Х 2 на 
прямую о, а через А 0 и В п проек­
ции тех же точек на каса­
тельную а0.

выражение
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В соответствии с введенной терминологией можно сказать, что 
касательная есть прямая наилучшего локального приближения ре­
гулярной кривой в любой ее точке.

§ 9. Кривизна и главная нормаль

1. Определение кривизны и главной нормали. Д ля того чтобы 
охарактеризовать степень отличия кривой от прямой линии, удоб­
но ввести в рассмотрение скорость вращения касательной при пере­
мещении вдоль кривой. *

Прямая во всех точках имеет одну и ту же касательную, совпа­
дающую с ней самой. Поэтому при перемещении вдоль прямой ско­
рость вращения касательной равна нулю. Отсюда ясно, что чем 
больше скорость вращения касательной при перемещении вдоль 
кривой,'тём 'больше кривая по своей пространственной форме отли­
чается от прямой.

— ее естественная 
параметризация. Н а­
чиная с этого пара­
графа, будем считать, 
что вектор-функция 
R  (s) по крайней мере 
дважды непрерывно 
дифференцируема. Во­
зьмем на L  произволь­
ную точку X  (so) и 
зафиксируем ее. Пусть 

X  (so +  As) — переменная точка L  (см. рис. 125).
Вектор-функция

t(s )  =  R '(s )

по крайней мере один раз непрерывно дифференцируема и согласно 
теореме 3 § 7 гл. IV при всех s

1 /  (s) 1 =  1,

т. е t  (s) есть единичный касательный вектор к L в точке X  (s).
Обозначим через <р угол между векторами t (so) и t (so +  As). 

Отметим, что угол <р берется в пределах от 0 до п.
Число

х =  lim — ,
s - О  S

Пусть L — регулярная кривая и

R  =  R  (s)

ttSo+ASl

Рис. 125
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где s — As — длина дуги L  с концами X  (s0) и X  (s0 +  As), назы­
вается кривизной кривой L в точке X  (sc).

Так как скорость вращения касательной при перемещении вдоль
кривой L дается длиной вектора —, то нашей ближайшей задачей

ds
является установление равенства

в любой точке кривой L.
Допустим, что соотношение (*) уже установлено и в точке X  (s0) 

кривизна х отлична от нуля. Тогда

ds

Обозначим через и орт вектора dt ■ .  Ниже будет доказано, что
ds

вектор п  перпендикулярен касательной t  (s0). Он называется глав­
ной нормалью L в точке X  (s0).

Отметим, что главная нормаль определена лишь в тех точках 
кривой, где кривизна отлична от нуля. По определению, кривизна 
есть неотрицательная функция точки кривой.

Сформулируем и докажем основную теорему о кривизне и глав­
ной нормали регулярной кривой.

Т е о р е м а  1. Д ля  любой регулярной кривой L в каждой точке 
существует кривизна х и имеет место равенство

d t d2 R
ds ds2

В тех точках L, где х ф  0, определена главная нормаль и справедли­
ва формула

f  =  »"■ (:) 
при этом векторы t u n  перпендикулярны.

Формула ( * ) называется п е р в о й  ф о р м у л о й  Ф р е н е .  
Заметим, что если

R  =  R  (s)
— естественная параметризация L, то, как было указано выше, 
вектор-функция R  (s) по крайней мере дважды непрерывно диффе­
ренцируема.

Доказательство теоремы опирается на две леммы.
Л е м м а  1. Пусть вектор-функция

h =  h (t)
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непрерывно дифференцируема и
I Һ (0 | =  const.

Тогда векторы h  (t) и h '(t) ортогональны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем:

(А (/), Һ (/)) =  | h ( t)  |2 = const.
Дифференцируя это тождество, получим:

2 (h (t) , h '( t ))  = 0 .

Отсюда и следует утверждение леммы.
Л е м м а  2. Пусть Һ (() — вектор-функция единичной длины. 

Тогда угол между векторами h (t +  At) и h (t) эквивалентен длине 
вектора A h  — h [t Ң- А^) — Һ (/).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Треугольник ОАВ  (рис. 126) равно­
бедренный. Поэтому

\А В  |

Так как 

| ОА 1 =  | h (t) 

Отсюда

2 О A I sin-

1, \А В \ ДЛ

|ДЛ|  =  2 s i n - | ,

и, поскольку 2 s in -^  эквивалентен ср, имеем:

I Ah  I -Ф.
Лемма доказана.

Приступим к доказательству теоремы. Прежде всего докажем 
существование кривизны х и установим равенство

d tу, — — 
ds

Имеем:
d t
ds

— lim
As -0

At_
As

Так как по лемме 2 угол ф между векторами t  (s +  As) и t  (s) экви­
валентен длине приращения 
t  (s), то

ф. |Д  t\

|Д*|  единичного вектора касательной

U (s  +  A s ) - f ( s )  |.
Далее,

dt =  lim A t— Z=Z
ds Оt<1 As

lim —  =  к.
As -► о lAsj
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Пусть теперь в точке X  (s0) х ф  0 .  Обозначим через п  орт вектора 
L . тогда

ds
dt_
ds

d t

dt_
ds

n =  x n ,

и по лемме 1 вектор — перпендикулярен t . Следовательно,

главная нормаль п  перпендикулярна касательной.
Теорема доказана.
2. Формула для кривизны в случае, когда регулярная кривая 

задана произвольной параметризацией. Если L  задана с помощью 
естественной параметризации

R  =  R  (s),
то

_  dl A
ds-

В этом пункте будет выведена формула для кривизны в случае, 
когда L задана с помощью произвольной параметризации

г  =  г (0  6 С <*> [а, Ь] (к >  2).
Т е о р е м а  2. Пусть

г  =  г  (0  g С<*> [а, 6] (к >  2)

— параметризация регулярной кривой L. Тогда для кривизны 
кривой L справедлива формула

' d*r dr^ 
dt2 ’ dtк  =

dr_
I dt

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
t = t { s ) £  C<*> [0, SI

— функция, выражающая связь между параметром t и естествен­
ным параметром s кривой L. Тогда

R (s) = г  (t (s)).
Отсюда

d t 
ds

d r  d4  
ds ds2

dr
ds ~  dt

d2R _  rf2r
ds1 ~  dt2 [ d s  )

Поэтому
Г d2R  dR  1 [d2r  d r  1 I  dt \*



dR dlRПоскольку векторы —  и —  ортогональны и
ds ds2

dR
ds

=  1,
d2R

ds1
— x

(см. теорему 1 п. 1 настоящего параграфа), то

и —

Но

\d*R_ dR  
[ ds2 ’ ds

S(0

| ГdV dr 1
“  I [ dt2 ' dt J

dt_
ds

I dr
dt

dt.

Поэтому dt 1
ds dr

dt

и, следовательно,

X : d2r  
dt* '

dr_
dt ]l

dr l~3.
dT

Теорема доказана.
3. Плоские кривые. Этот пункт посвящен понятию кривизны 

для плоских кривых. Не нарушая общности, можно считать, что 
плоскость, в которой лежат кривые, совпадает с плоскостью хОу.

Таким образом, если L — плоская регулярная кривая и
г  =  г  (0  € С<*> [а, Ь\ {к > 2 )

— некоторая ее параметризация, то
г  (0 =  X (0  /  +  у ( f ) j .

Отсюда для кривизны прямой L имеем формулу:

\ x " ( t ) y ' ( t ) - y " ( t ) x ' ( ( ) \  

[х ’г ( o + y 'N o i7*. Һ

Пользуясь этой формулой, найдем кривизну окружности радиу­
са R . Удобно воспользоваться следующим параметрическим пред­
ставлением окружности:

х  — R  cos t, 
у  =  R s i n t ,

О <  t <  2л.

Тогда
, х" у’ — у " х ' \  _  R2 _  1 

( * '2 +  у '2) 1/ ,  -  RZ ~  R

Итак, кривизна окружности во всех точках одинакова и равна

где R  
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В случае, если параметр t совпадает с одной из координат, на­
пример t =  х, и кривая L задается явным уравнением

У =  У (х),
для кривизны к имеет место формула

Д ля кривых L, которые могут быть заданы с помощью парамет­
ризации

г  (х) =  х i  +  у (x ) j,  х0 <  х <  х и
где у  (х) £ Cw , k > 2 , полезно ввести понятие кривизны со знаком. 
(Отметим, что условие г '  (х) ф  0 для таких кривых всегда выпол­
нено, поскольку

I г '( х )  | =  ] /  1 + у '2 >  1 >  0.)

Рис. 127
Пусть t и t '— касательные к кривой L в точках X  и X ' и пусть 
между абсциссами х  и х' этих точек справедливо неравенство 
(рис. 127)

х  <  х ' .

Обозначим через k  и k' угловые коэффициенты касательных t и t ' . 
Тогда

й =  у'(лг), k ’ =  у ' (х').

Пусть а  и а '  — углы, которые образуют касательные t и £ с поло­
жительным направлением оси Ох. Тогда

а  =  arctg у ’ (х), а ' =  arctg у ' (х').

О р и е н т и р о в а н н ы м  у г л о м  между касательными к L в точках 
X  и X ’ назовем угол1

Ф =  а' — а.

1 В рассматриваемом случае важно, что х < х '. Если же х > х ' , то 
полагаем <р =  а  — а '.  Ниже рассматриваются оба случая.
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Ясно, что угол ф между касательными t u t ’ , который рассматри­
вался в п. 1 § 9 гл. IV без учета направления, есть абсолютная

величина ф:

Ф =  | ср |

О п р е д е л е н и е .  К р и в и з н о й  L со  з н а к о м  в точке X  
называется число

х  =  lim  5 - ,
X '  - X  S

где s — длина дуги X X ’. Очевидно, что

х — | х | .

Докажем, что
V "х = (1 +  у'2)'/* •

Действительно, полагая х ' — х -)- Д х, имеем: 

Ф == а ’ — а  — Да,
ЛГ + Ах _______

s — j ] / ” 1 + у '2 dx.

Поэтому
,. Дах =  lim

X' -*х x+f x г

*= п т

j V l + y , 2dx
X

Да da d (arctg у')
Ax dx dx

Отсюда

( l+ y 'T * ’
4. Выпуклые и вогнутые кривые. Пусть L — регулярная кри­

вая, заданная параметризацией
<Х —  X,

(У =  /  (■у =  /  ( 4  
где

f(x )  £ О *  [a, b\ (k >  2).
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Кривая L называется 
в ы п у к л о й ,  если она цели­
ком расположена над каж­
дой своей касательной (см. 
рис. 128, а)).

Кривая L называется 
в о г н у т о й , если она 
целиком расположена под 
каждой своей касательной 
(см. рис. 128, б)).

Т е о р е м а 3. Д ля  то­
го чтобы кривая L была 
выпуклой, необходимо и 
достаточно, чтобы во всех 
ее точках кривизна со зна­
ком к была неотрицатель­
на.

Т е о р е м а  4. Д л я  то­
го чтобы кривая L была 
вогнутой, необходимо и 
достаточно, чтобы во всех 
ее точках кривизна со зна­
ком х была неположитель­
на.

Мы ограничимся доказательством теоремы 3. Теорема 4 доказы­
вается вполне аналогично.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Д ля кривизны со зна­
ком к  имеет место формула

Т е -  П « )
(1 + f 2W )3//

Поэтому необходимое и достаточное условие выпуклости кривой 
сводится к тому, что всюду на сегменте [а, Ь]

Г  (х) >  0.
а) П р о в е р к а  н е о б х о д и м о с т и  у с л о в и я .  Пусть 

L  — выпуклая кривая. Возьмем произвольную точку Хо на L и 
проведем в ней касательную t (см. рис. 129). Пусть х0 — абсцисса 
точки Хо и х  — любая точка промежутка [а, Ь]. Обозначим через
X  и X  точки, лежащие соответственно на кривой L  и касательной t,

имеющие х  своей абсциссой. Если у и у—ординаты точек X  и X ,  то
У =  fix),
У =  / '  К )  (х  — х0) +  /  (х0).
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Разложим f  (х) по фор­
муле Тейлора до членов 
второго порядка:

/ ( * ) - = /  (*о ) +  / '  (Хо) (X  —

- x j + ± r m * - *0)2;

или. н развернутом виде 

/  (*о) _
Отсюда

/  (*о) +  f '  (хо) (х  — *0) +  f  " (£) (х

через 1 обозначена точка, 
лежащая между х0 и х. Так
как X  лежит под X  (кри­
вая L  выпуклая), то

У > у7

■ хХ  >  /  (-«о) +  / '  (х0) (X —  Х0) .

Г  (£) >  0. f  { .% )
Устремляя х  к х0> получим, что £ стремится к х0, и так как f "  (х) — 
непрерывная функция, то

f" (xо) =  l i m / " ©  >  0.
£ -*а:о

Так как точка хо £ [а, b] взята произвольно, то всюду на [а, Ь] 
имеем

Г  ( х )  >  0.

б) П р о в е р к а  д о с т а т о ч н о е  ти у с л о в и я .  Пусть 
на кривой L  всюду

Г  (*) > 0.
Возьмем на L  произ­

вольную точку Хо и про­
ведем в ней касательную t.
Пусть, далее, X  и X —  точ­
ки на L и t, имеющие об­
щую абсциссу х  (см. рис.
130). Нам надо доказать,
что для ординат у ш у  этих 
точек выполнено неравен­
ство

у >  у.

В обозначениях, которые были использованы выше, имеем:

У =  /  (*о) +  Г  (*о) (х

У = / Сх0) + /' (л») ( х  —  х 0)•

*о) +  j f "  ®  (х — хо)3-
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Отсюда

У — У =  j  Г  (5) (х — ха)г >  О,

и мы получаем, что при всех х ^ [ а ,  Ь] : у >~у. 
Следовательно, кривая L  выпуклая.

§ 10. Соприкасающаяся плоскость

В § 8 было установлено, что для кривой касательная локально 
есть прямая наилучшего приближения. Теперь мы хотим найти 
плоскость наилучшего локального приближения к данной кривой.

Введем необходимые понятия. Пусть L  — регулярная кривая
и

R  =  R  (s) 6 СМ [0, S] (к >  2)

— ее естественная параметризация. Зафиксируем на L  произволь­
ную точку X(so) (см. рис. 131). Пусть X  (so +  As) — переменная 
точка L и Q — некоторая 
плоскость, проходящая 
через точку X(so). Обоз­
начим через р (Q, As) рас­
стояние точки X  (so +  As) 
до плоскости Q.

Плоскость Р  называет­
ся соприкасающейся плоско­
стью к L в точке X  (so), ес­
ли для любой плоскости Q, 
отличной от Р , справедли­
во соотношение

ljm  j> (P. As) =  0 _
Дб-о р (Q, As)

Ясно, что если в данной точке кривой есть соприкасающаяся плос­
кость, то она является плоскостью наилучшего приближения к 
к ри вой  в лю бой достаточн о  м алой окрестности  рассм атриваем ой  
точки.

Если L  — прямая линия, то любая плоскость, проходящая че­
рез L, может быть взята в качестве соприкасающейся. У прямой во 
всех точках кривизна равна нулю. Поэтому условия существования 
единственной соприкасающейся плоскости в данной точке кривой 
связаны с отличием от нуля кривизны в этой точке. Это видно из 
следующей теоремы.

Т е о р е м а  1. П уст ь L — регулярн ая  кривая и

R  =  R  (s) £ C w  [0, S\ (k >  2)
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— ее естественная параметризация. Пусть, далее, X  (s0) — произ­
вольная точка L, в которой кривизна отлична от нуля. Тогда в точ­
ке X  (s0) существует единственная соприкасающаяся плоскость. Эта 
плоскость проходит через касательную и главную нормаль в точке 
X  (s„).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть (см. рис. 131), что 

р (Q, As) =  |(от, A R )\,

где т  — единичная нормаль к плоскости Q, а
A R = R  (s0-j-As) — f f  (s0).

Применяя формулу Тейлора, имеем:

A R  =  —
ds

Напомним, что

+  As2+ e ( s 0,As)As2.
s=s0 2 ds2 |s=s0

lim I e (s0, As) | =  0.
As -  0

Вектор

' {S) =  f  ds

есть единичный вектор касательной. Далее, используя первую 
формулу Френе, имеем:

d2R  d t , ,—  =  — =  х (s) п.
ds2 ds

Таким образом,
A R  =  t  (s0) As +  j  x (Sg) n  (s0) As2 - f  8 (s0, As) As2,

и формула для p (Q, As) принимает вид 

p (Q, As) = (от, t (s0)) As - f  j  x (Sq) (m , n (s0)) As2 -f-

- f  (от, t (s0, As)) As2 1.
Из этой формулы видно, что величина р (Q, As) имеет порядок отно­
сительно As не выше второго, если плоскость Q не проходит хотя бы 
через один из векторов t  (s0) или п  (s0). Для плоскости Р, проходя­
щей через неколлинеарные векторы t  (s0) и п  (s0), и только для нее, 
величина р (Р, As) относительно As имеет порядок выше второго, 
так как в этом случае

(от, t  (s0)) =  0,
(от, п  (s0)) =  0.

А тогда

Теорема доказана.
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Напишем теперь уравнение 
соприкасающейся плоскости Р0 
в точке X  (s0). Из теоремы 1 
следует, что в плоскости Р 0 ле­
жат векторы U — R  (s„), t  (s0), 
п  (su), где и  =  X i  + Y j  +  Z k — 
текущий вектор плоскости Р о 
(см. рис. 132). Поэтому уравне­
ние соприкасающейся плоскости 
имеет вид: Рис. 132

X —  x (s0)

п°_

У (s0) ■ 2 (S„)
jO

Если
г  (/) £ СМ (к > 2 )

— некоторая параметризация кривой L, то в пункте 2 § 9 было 
доказано, что векторы

dr
dt

t  и

коллинеарны, а главная нормаль коллинеарна вектору

* *  e  A d- r +  B dX
ds2 dt 1 dt*

Следовательно, векторы и ^  лежат в соприкасающейся пло­

скости. Эти векторы не коллинеарны, так как

> 0 .

fd2r dr 11
[,dt3 ’ dt J |

dr |3 
dt

Поэтому уравнение соприкасающейся плоскости имеет вид:

(U Г dr (to) d2r  (/„:
[ dt ’ dt*

=  0 .

Если
х =  *(/),
У =  У (0, 
г =  г (/)
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— составляющие вектор-функции г  (/), то уравнение соприкасаю­
щейся плоскости можно записать в следующем виде:

X - * ( / „ )  У  —  У ((0) 2 - г ( / 0) 
x'(ta) у ' (t0) z '( t0)
х" ( t o )  У" ( t o )  z " ( /0)

=0 .

§ 1 1 .  Кручение

При перемещении точки вдоль регулярной кривой L  в направ­
лении возрастания естественного параметра вместе с точкой пере­
мещаются касательная и соприкасающаяся плоскость. Поскольку 
в каждой точке кривой L  соприкасающаяся плоскость проходит 
через касательную, то движение соприкасающейся плоскости мож­
но рассматривать как вращение вокруг касательной. Такое враще­
ние может быть правым или левым. Условимся угол поворота сопри­
касающейся плоскости брать со знаком «+», если указанное вра­
щение правое, и со знаком «—» — в противном случае. Введенный 
угол между соприкасающимися плоскостями назовем ориентиро­
ванным.

Пусть L — регулярная кривая и
R  =  R  (s) £ С<*> [0, S] (к > 3 )

— ее естественная параметризация. Пусть, кроме того, L  имеет в 
каждой точке единственную соприкасающуюся плоскость. Обозна­
чим через г|> (s„, As) ориентированный угол между соприкасающими­
ся плоскостями в точках X (s0) и X  (s0 +  As). (Важно подчеркнуть, 
что направление вращения, связанное с выбором знака угла, бе­
рется от соприкасающейся плоскости в точке X (s0), если As >  0, 
и от соприкасающейся плоскости в точке X (s0 +  As), если A s <  0.)

К р у ч е н и е м  кривой L в точке X  (s0) называется число 

т =  Hm
As-о |As\

Д ля описания свойств кручения удобно ввести вектор
Ъ =  [t, п).

Этот вектор перпендикулярен соприкасающейся плоскости и на­
зывается бинормалью. Так как / и п  — единичные ортогональные 
между собой векторы, то |& | =  1. Очевидно, в каждой точке L век­
торы t, п , Ь образуют правую тройку взаимно перпендикулярных 
единичных векторов.

Т е о р е м а  1. Пусть L  — регулярная кривая и 
R  =  R  (s) £ С »  [0,S] (к >  3)
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—  ее естественная параметризация. Пусть, кроме того, во всех 
точках L кривизна строго положительна. Тогда справедлива форму­
ла

db
— =  — гп,
ds

где т — кручение.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению бинормали имеем:

b  =  [/, п]. (*)

Соотношение (*) имеет место в каждой точке кривой, так как из 
условий теоремы вытекает, что в каждой точке L  есть касательная и 
главная нормаль. Дифференцируя по s тождество (*), имеем:

db
ds

dn
ds

— [xTt, tl\ -j- , d h
ds t,

dn
d s

(здесь мы пользуемся трехкратной дифференцируемостью вектор- 
функции R(s)).

Из соотношения
db
ds

t,
dn
ds

dbвытекает, что вектор —  ортогонален вектору t. Так как вектор & 
ds

имеет единичную длину, то из леммы 1 § 9 гл. IV вытекает, что
векторы Ь и — ортогональны. Так как векторы t, п  и Ь попарно

ds
dbортогональны, то — коллинеарен главной нормали п  и имеет
ds

место формула

Докажем, что
ds 

(1 =

ЦП.

Прежде всего установим, что

Очевидно,

IP I =

Используя определение производной и лемму 2 § 9 гл. IV, имеем:

-  \т|.db 1=  lim Ab =  lim =  lim
ds 1 As -* 0 As Д* -  01 As | As -*■ 0 lAsl

Итак,
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Рассмотрим вопрос о согласовании знаков fi и t ,
Если (Л >  0 (рис. 133), то вращение соприкасающейся плоско­

сти левое и, следовательно, т <  0. Поэтому ц =  — т.
Если ц <  0 (рис. 134), то вращение соприкасающейся плоско­

сти правое и, следовательно, т >  0.

называется т р е т ь е й  ф о р м у л о й  Ф р е н е .
Нетрудно видеть, что кручение характеризует степень отклоне­

ния пространственной кривой от плоской. Этот факт подчеркивает 
следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Пусть L  — регулярная кривая и

— ее естественная параметризация. Тогда если кручение во всех 
точках L равно нулю, то кривая плоская.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как т =  0, то из третьей форму­
лы Френе следует, что во всех точках L бинормали равны. Следо­
вательно, во всех точках L  соприкасающиеся плоскости парал­

Ь Ь

п

Рис. 133 Р и с .  134

Поэтому
(I =  — т.

Итак, fi =  — т, и мы имеем формулу:

db
— — хп.

ds
Теорема доказана. 
Формула

db
ds

=  —т П

R  =  R (s)  <= C<*>[0,S) (k 3)
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лельны. Д ля того чтобы доказать, что все соприкасающиеся плос­
кости совпадают, достаточно установить, что все они удалены от 
начала координат на одинаковое расстояние.
Пусть

Һ =  (R  (s), b(s))

(см. рис. 135), тогда |Л| и есть 
расстояние соприкасающейся 
плоскости к L  в точке X  (s) от 
начала координат.

Имеем:

^  =  (f, &) +  (/? , у - \  — 0.
ds \  ds J

Следовательно, h =  const и тем более | h | =  const. Таким образом, 
все соприкасающиеся плоскости к L совпадают с одной и той же 
плоскостью Р„, а тогда все точки L  лежат в плоскости Р 0 и эта 
кривая — плоская.

§ 12. Формулы Френе

Пусть L — регулярная кривая и

/ ? =  R (s)  £ С<*>|0, S] (k > 3 )

— ее естественная параметризация. Предположим, что в каждой 
точке L кривизна строго положительна. Тогда в каждой точке L 
определена правая тройка из единичных попарно ортогональных век­
торов: касательного вектора t , главной нормали п  и бинормали &. 
Эту тройку векторов называют трехвекторником Френе.

В каждой точке L  векторы —, —, — можно разложить по
ds ds ds

элементам трехвекторника Френе. Полученные при этом разложе­
ния называют формулами Френе. Две из них мы уже вывели:



dflВыведем теперь формулу разложения — по элементам трехвектор-
ds

ника Френе. Имеем:

Отсюда 
dn _
ds [ £ ■ ' ] + ь, dt_

ds

n  =  [b, t).

=  — x[n,  t\ -f- x [b,n\ — —  v .t-\-xb .

Итак, формулы Френе имеют вид:
d t

ds
=  к п ,

ds
db—  =  — xtl.
ds

§ 13. Натуральные уравнения

Из формул Френе видно, что при движении вдоль кривой закон 
изменения трехвекторника Френе описывается через свойства кри­
визны и кручения, которые суть функции естественного параметра s. 
Рассматривая формулы Френе как нормальную систему обыкно­
венных дифференциальных уравнений первого порядка, можно 
доказать следующие основные теоремы теории кривых.

Т е о р  е м а  1. Пусть L t и Ь 2 — две регулярные кривые, имею­
щие одинаковую длину S , и

R i =  /? , (s) £ С<*>[ О, S]; R 2 =  R 2 (s )  £ C<*> [0, S] Й >  3
— их естественные параметризации. Тогда если при всех s £  [0,S]:

Xi (s) =  x2 (s) >  0,

Ti (s) =  (s),
то кривые L i и L 2 равны, m. e. L i и L 2 могут быть совмещены движе­
нием в пространстве.

Т е о р е м а  2. Пусть х (s) и х  (s) — две произвольные непре­
рывные функции на промежутке [0, S ] и пусть, кроме того, функ­
ция к  (s) строго положительна. Тогда существует кривая L, имею­
щая длину S , для которой функции  х (s) и х (s) являются соответст­
венно кривизной и кручением как функции длины дуги.

Доказательство этих теорем мы приводить не будем. Интере­
сующихся мы отсылаем к книге П. К. Рашевского «Курс диффе­
ренциальной геометрии» (М., ГИТТЛ, 1956).
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Кривая L, заданная параметризацией

г  (t) =  (R  cos и/) i  -f- (R sin со/)./ -f- (at) k , t  £ [0, -f- oo),

называется винтовой линией. Легко видеть, что эта линия располо­
жена на цилиндре х2 +  у 2 — R 2 (см. рис. 136) и представляет собой 
траекторию движения точки по цилиндру с постоянной угловой 
скоростью (0 вокруг оси z и постоян­
ной скоростью а вдоль оси г. Ока­
зывается, что у винтовой линии 
кривизна и кручение во всех точ­
ках одинаковы и равны:

х = /?(й2
R2 (о2 +  а /?2м2

Из теоремы 1 вытекает, что един­
ственными кривыми с постоянными 
кривизной и кручением являются 
винтовые линии.

Кривизна и кручение, заданные 
как функции длины дуги:

X =  X (s),
Т =  Т (S),

называются натуральными 
нениями кривой.

урав-
Рис. 136

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ Н ГЛАВЕ IV

J. Даны пути

х — a cos I, х  =  a cos (т3 +  1),
у =  ft sin /, у =  ft sin (т3 +  1),
О «  t «  2л  — 1 <  х 2л~ 1-

Установить, эквивалентны они или нет.

2. Тот же вопрос решить для пар путей: 

х  = cos t ,
а) /х: | у = sin  t, 0< / < 4; 

г =  Л 
дг =  cos /а, 

l2 : J у = sin /2, 0 < /  < 2 я ;
г =  21,
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61 '•■(
у =  sin 2/,

3. Найти параметрическое представление пути, описываемого точкой М в 
пространстве, при условии, что проекция точки М на ’плоскость хОу равно­
мерно движется по окружности х2 +  у2 =  R'2 со скоростью со, а проекция на 
ось г движется равномерно со скоростью а. За начальное положение точки М 
принять точку с координатами (R, 0, 0).

О т в е т .  Путь, описываемый точкой М, называется в и н т о в о й  л и- 
иие й ;  его представление имеет вид:

4. Окружность радиуса R без скольжения катится вдоль оси х. Найти 
параметрическое представление пути /, который описывает точка М, непод­
вижно закрепленная на этой окружности, если в начальный момент точка М 
совпадала с началом координат.

О т в е т .  Путь, описываемый точкой М, называется ц и к л о и д о й ;  его 
представление имеет вид:

в точке (1, 0, 0) составить уравнения касательной, соприкасающейся плоско­
сти, главной нормали и бинормали.

{х =  R cos са/, 
у R sin со/, 
г =  at.

х  =  R ( t  — sin t), 
у =  R — R cos t,

где t — угол поворота окружности.
5. Д ля винтовой линии

(X =  cos t, 
у =  sin t, 
г =  t

_ х  — 1 у z
Ответ. —-— =  ү  =  у ; у — z = 0; у= г = 0;

х  — I у гу г
0 I - 1

С. Найти уравнение касательной к кривой, заданной уравнениями
1х2 +  у2 -f- г‘ =  1, 
\х 2 +  у2 =  х,

в точке (0, 0. 1).

п  А УО т в е т .  — =  —
0 1

г —
0
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7. Доказать, что если касательные регулярной кривой проходят череЛ 
одну точку, то кривая есть либо некоторая прямая, либо полупрямая, 
либо некоторый прямолинейный отрезок.

8. Доказать, что касательные винтоеой линии

наклонены под постоянным углом к плоскости хОу, а все ее главные норма­
ли пересекают ось г.

9. Доказать, что если касательные некоторой кривой параллельны одной 
и той же плоскости, то кривая плоская.

10. Доказать, что условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
кривая

х  =  R  cos оit, 
у =  R  sin со/, 
.z =  at

х  =  x(t),

У =  У (0 .
■г— .2(0

была плоской, состоит в том, что

х ' у ' г'
х"  у" г" = 0 .
y"! .,'4 9т

11. Найти длину пути

между точками / =  0 и t  =  1.

О т в е т .  s =  aJ /~2 sh 1.

12. Найти длину одной арки циклоиды

О т в е т ,  s =  8 R.
13. Найти кривизну кривой

х  =  t — sin t, 
у =  1 — COS t.

г =  4 sin 2 *
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14. Найти выражение для кривизны плоской кривой, заданной уравнени­
ем р =  р(В) в полярных координатах.

15. Показать, что кривизна и кручение винтовой линии постоянны.
16. Доказать, что если кривизна и кручение кривой постоянны и отличны 

от нуля, то кривая есть винтовая лнния.
17. Пусть кривая L% получается проективным преобразовании из кривой 

Lj. Доказать, что если в точке Р кривой кривизна (кручение) равна нулю, 
то в соответствующей точке кривой L2 кривизна (кручение) также равна 
нулю.

О т в е т .  у.
г



Г Л А В А  V.  ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ

§ 1. Понятие поверхности

Пусть М и N  — два точечных множества. Ниже мы по большей 
части будем считать, что множество М  лежит в евклидовой плоско­
сти, а N  — в евклидовом пространстве. Случай, когда М  лежит в 
евклидовом пространстве, будет оговариваться специально. Д ля 
дальнейшего нам будет существенно лишь, что между любой парой 
точек X it Х 2 £ М  и любой парой точек Y  lt Ү 2 £ N  определены ев­
клидовские расстояния, равные соответственно длинам отрезков

Х і Х 2 и Y t Y *

Будем говорить, что последовательность точек X it Х 2, ...
..., Х п, ... £ М  сходится к точке Х 0, если длины отрезков Х п Х 0 стре­
мятся к нулю.

Точка Х 0 может как принадлежать множеству М , так и не 
принадлежать ему. В обоих случаях точка Х 0 принадлежит евкли­
довой плоскости (евклидовому пространству), в которой располо­
жено множество М .

Совокупность всех точек X  евклидовой плоскости (пространст­
ва), для которых можно указать последовательность сходящихся к 
ним точек Х п ^ М  (быть может, и совпадающих при всех номерах п), 
называется замыканием множества М  и обозначается М .

Совершенно аналогично вводится понятие сходящейся последо­
вательности точек Y n (z N  и понятие замыкания множества N  в 
том евклидовом пространстве, где лежит N .

Тот факт, что Х 0 или У0 есть предел последовательности точек 
Х п или Y n, будем записывать так:

Х 0 =  lim Х п, Y 0 =  lim Y n.
п -+■ ОО п -*■ оо

Пусть теперь дано отображение
Y  =  f ( X )

множества М  в множество N , т. е. определено однозначное соот­
ветствие, которое по определенному правилу точке X  множества М 
сопоставляет точку Y  множества N . Отображение f  называется не-
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п р е р ы в н ы м  в т о ч к е  Л'о £ М , если для любой последовательно­
сти точек Х ц  £ М , сходящихся к точке Х 0, имеем:

lim /  (Х„) =  /  (Х0).
П -*■ *>

Отображение /  называется н е п р е р ы в н ы м  о т о б р а ж е н и е м  
м н о ж е с т в а  М во  м н о ж е с т в о  N , если оно непрерывно в каж­
дой точке множества М .

4 Т о п о л о г и ч е с к и м , и л и  г о м е о м о р ф н ы м , о т о б р а ж е н и е м  
м н о ж е с т в а  М  во  м н о ж е с т в о  N  называют отображение <р, 
которое взаимно однозначно и взаимно непрерывно. Если ф (М )=  N, 
то говорят оТЪпологическом отображении "Ж  на N . Отображение ф 
часто называют также гомеоморфизмом.

( Множество точек на плоскости будем называть простой областью, 
если оно является образом открытого круга при некотором гомео­
морфизме.

у. Множество Ф точек пространства будем называть простой по- 
иверхностью, если оно является образом простой области при неко­
т о р о м  топологическом отображении ее в пространство.

Пусть Ф — простая поверхность, получаемая в результате то­
пологического отображения /  простой области G в пространство. 
Введем на плоскости систему декартовых координат и, с, а в про­
странстве систему декартовых координат х, у, г. Пусть, далее, и, v— 
координаты произвольной точки области G, а х, у, г — координаты 
соответствующей точки пространства. Координаты х, у , г точки 
поверхности будут тогда непрерывными функциями координат 
точки области G:

x =  f i (u, v), у =  /2 (и, v), г =  /з (и, v). (1)

Систему равенств (1), задающую отображение /области G в про­
странство, называют параметрическими уравнениями поверх­
ности Ф.

Удобно рассматривать также векторное задание простой поверх­
ности Ф, которое порождается системой (1):

г  (и, V) =  / ,  (и, о ) / + / , ( « *  V)j +  f3(u,v)k.
Очевидно, что задание отображения /  области G в пространство с 
помощью непрерывной вектор-функции г  (и, v) равносильно зада­
нию этого отображения системой равенств (1).

Понятие простой поверхности есть естественное обобщение поня­
тия пути, которое рассматривалось в предыдущей главе и которое 
было использовано нами для построения определения кривой.

Понятие поверхности является более сложным по сравнению с 
понятием кривой. Д ля его построения нам понадобится еще одно 
важное понятие параметрической поверхности.
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Множество Ф точек пространства будем называть п а р а м е т р и ­
ч е с к о й  п о в е р х н о с т ь ю , если это множество связно1 и каждая точ­
ка X  этого множества имеет в пространстве такую окрестность2 U, 
что часть Ф, лежащая в U, является простой поверхностью.

Всякая простая поверхность является параметрической. Об­
ратное не верно, простыми поверхностями далеко не исчерпываются 
Есе параметрические поверхности. Например, сфера есть парамет­
рическая поверхность, но она не является простой поверхностью. 
Другие примеры параметрических, но не простых поверхностей 
изображены на рис. 137, 138, 139.

Эллипсоид 

Рис. 137

Приведем важный пример 
простой поверхности. Пусть G— 
простая область на плоскости 
хОу (в частном случае G может 
быть и всей плоскостью хОу) и 
пусть z =  /  (х, у)— непрерывная 
функция, заданная в G. Тогда 
в пространстве график функции 
f  (х, у) представляет собой про­
стую поверхность. Действитель­
но, отображение области G 
в пространство с помощью

К р е н д е ль  

Рис. 139

непрерывной вектор-функции 

г  (X, у) =  Х І  +  y j - \ - f ( x ,  у) k

есть некоторая простая поверхность Ф. Очевидно, что Ф совпадает 
с графиком функции f  (х, у) (см. рис. 140). Отсюда, в частности, вы­
текает, что любой сферический сегмент без края, не больший полу­
сферы, есть простая поверхность. Д ля доказательства этого доста­
точно в качестве плоскости хОу взять плоскость края (см. рис. 141). 
Из последнего утверждения и связности сферы непосредственно вы­
текает, что сфера есть параметрическая поверхность.

1 Множество М называется связным, если для любых двух точек X, Y £ М 
существует путь I, лежащий целиком в М, с концами в точках X  и К.

2 Под окрестностью точки X в пространстве понимается любой открытый 
шар с центром в точке X.
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Рис. 140 Рис. 141

Точка Хо пространства называется п р е д е л ь н о й  для параметри­
ческой поверхности Ф, если существует последовательность точек 
Х п С- Ф , сходящаяся к Хо. Предельная точка параметрической по­
верхности может не принадлежать поверхности. Параметрическая 
поверхность называется полной, если она содержит все свои пре­
дельные точки. Например, сфера, эллипсоид, параболоид суть пол­
ные поверхности, а сферический сегмент не является полной поверх­
ностью (разумеется, речь идет о сферическом сегменте без ограни­
чивающей его окружности).

Если полная параметрическая поверхность представляет собой 
ограниченное множество точек в пространстве, то она называется 
з а м к н у т о й .  Кроме сферы, замкнутыми поверхностями являются, 
например, тор и «крендели» с различным числом отверстий (см. 
рис. 138, 139, 142). Более подробно теория замкнутых поверхно­
стей будет разобрана в главе VII.

Очевидно, замкнутая поверхность края не имеет. Например, 
всякая простая поверхность, лежащая в ограниченной части про­
странства, имеет край. Отсюда следует, что сфера не есть простая 
поверхность, ибо она, как замкнутая поверхность, не имеет края.

Окрестностью точки X  на параметрической поверхности Ф 
называется общая часть поверхности Ф и некоторой пространст­
венной окрестности точки X . Согласно определению, у каждой 
точки параметрической поверхности есть окрестность, которая яв­
ляется простой поверхностью. В дальнейшем, говоря об окрестно­

Рис. 142

Если Ф — парамет­
рическая неполная поверх­
ность, то совокупность 
предельных точек Ф, ей 
не принадлежащих, назы­
вается к р а е м  п о в е р х ­
н о с т и , а сама поверх­
ность Ф называется п о ­
в е р х н о с т ь ю  с к р а е м .
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сти точки на поверхности, мы будем иметь в виду именно такую 
окрестность.

Отображение /  параметрической поверхности Ф в простран­
ство будем называть локально гомеоморфным, или ло­
кальным гомеоморфизмом, если у  каждой точки X  £ Ф есть 
окрестность, для которой отображение f  является гомеомор­
физмом.

Приведем пример локально гомеоморфного, но не гомеоморфно- 
го отображения параметрической 
поверхности. В качестве исход- г
ной поверхности возьмем прямой 
круговой цилиндр Z, направляю­
щей которого является окружность 
единичного радиуса с центром в на­
чале координат, лежащая в плос­
кости хОу, и образующие которо­
го параллельны оси Ог. Цилиндр Z 
является, очевидно, параметри­
ческой поверхностью. Если на 
плоскости хОу ввести полярную си­
стему координат р, Ө, то декартовы 
координаты х, у, г любой точки М 
цилиндра удобно задать так:

х  =  cos Ө,
у =  sin Ө, (0 <  0 < 2 я )
2 =  г,

где Ө—полярный угол проекции точ­
ки М  на плоскость хОу(см. рис. 143).

Рассмотрим отображение /  цилиндра Z, которое каждую точку 
М  (cos Ө, sin Ө, z) переводит в точку М ' с координатами

\х' — cos 2Ө,
Ы  =  sin 2Ө,
I г' — z.

Нетрудно видеть, что точка ЛГ принадлежит цилиндру Z и, сле­
довательно, отображение /  переводит цилиндр Z в себя. Более того, 
образ Z  при отображении f  покрывает весь цилиндр Z, и при этом 
прообраз каждой точки состоит из двух точек. Действительно, в 
точку ЛГ с координатами cos a , sin а , z отображение /  переводит
точки М  (cos —, sin — , z) и M i  (cos (it +  ү ) ,  sin (я +  - ^ ) , z). От­

сюда видно, что /  не является гомеоморфизмом. С другой стороны, 
очевидно, что у каждой точки М  £ Z  есть окрестность, для которой
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отображение /  есть гомеоморфизм. Следовательно, отображение /  
есть локальный гомеоморфизм цилиндра Z на себя.

Рассматривая отображение Ғп, которое каждой точке М (cos Ө, 
sin Ө, z) £ Z  относит точку ЛГ с декартовыми координатами

Іх' =  (1 -f- z2) cos пӨ,
| у '  =  (1 -j- z 2) sin П0, (n — некоторое натуральное число) 

г'  =  г,

получаем локально гомеоморфное отображение цилиндра Z  на по­
верхность вращения Ф, которая образована вращением кривой

IУ =  1 -f- 22,
[х =  О

вокруг оси Oz.
Если п — 1, то отображение Fn есть просто гомеоморфизм.
Пусть теперь Ф! и Ф 2 — две параметрические поверхности и 

/ ,  и / 2 — локальные гомеоморфизмы, отображающие соответствен­
но п Ф 2 в пространство.

Будем говорить, что образы параметрических поверхностей Фі 
и Ф 2 относительно отображений / і и / 2 определяют в пространстве 
одну и ту ж е  поверхность S, если существует такой гомеомор­
физм ф между Ф 1 и Ф 2, при котором образы соответствующих то­
чек Ф) и Ф 2 относительно отображений / 4 и / 2 совпадают, т. е. для 
любой точки М  Фі и соответствующей ей точки Л12= ф  (М f) £ Ф 2 
справедливо равенство

U  ( M l )  =  / а  ( М 2).

Таким образом, введено отношение эквивалентности между ло­
кально гомеоморфными отображениями параметрических поверх­
ностей в пространство. Так же как и в теории кривых, можно уста­
новить, что это отношение рефлексивно, симметрично и транзитив- 
но. Поэтому класс эквивалентных между собой локально гомеоморф- 
ных отображений параметрических поверхностей в пространство 
определяет в прсстранстве одну и ту же поверхность. Следователь­
но, поверхностью можно назвать класс эквивалентных между со­
бой локальных гомеоморфизмов параметрических поверхностей в про­
странство. Каждая поверхность S в пространстве определена, если 
указано некоторое локально гомеоморфное отображение / какой- 
либо параметрической поверхности Ф. Пара объектов — парамет­
рическая поверхность Ф и ее локальный гомеоморфизм f  в простран­
ство — называется параметрическим представлением по­
верхности S.

Согласно определению, все параметрические поверхности, кото­
рые участвуют в описании одной и той же поверхности, гомеоморфны 
между собой.

288



В определении кривой роль параме­
трических поверхностей играли сегмен­
ты числовой прямой, которые тривиаль­
ным образом гомеоморфны между собой.
Переход от кривых к поверхнортям свя­
зан с появлением большого количества 
параметрических поверхностей, имею­
щих различную топологическую струк­
туру. Некоторое представление о разно­
образии параметрических поверхностей 
дает следующее построение. Если из рис. 144
произвольной параметрической по­
верхности удалить любое замкнутое множество точек так, чтобы 
не нарушить связность поверхности, то оставшаяся часть . будет 
также параметрической поверхностью (см. рис. 144, где построе­
ние проведено для сферы).

Пусть S — некоторая поверхность в пространстве. Обозначим через А 
класс параметрических поверхностей Ф и через Ғ  множество локальных го­
меоморфизмов [ф таких, что пара Ф, /ф есть параметрическое представление 
поверхности S. Выберем в классе А поверхность Фо и пусть /ф„ £ Ғ  — соот­
ветствующий ей локальный гомеоморфизм. Обозначим через Н совокупность 
гомеоморфизмов Һ, переводящих Фо в Ф, и таких, что для любой точки Мо$Фо 
имеем: £ф0 (УИ0) =  f ф (Һ (УИо)).

Каждой точке Мо£  Фо соответствуют на поверхностях Ф £ А точки М=> 
=  Һ(Мо). Согласно определению, образы всех точек М при отображениях f t> 
совпадают и определяют в пространстве некоторую точку X. Точка X  назы­
вается точкой поверхности S. Точка X  может оказаться образом двух и бо­
лее различных совокупностей соответствующих между собой точек М £ Ф и 
М ' £ Ф при отображениях ^ф , тогда она рассматривается на поверхности S в 
двух и более экземплярах. Так обстояло дело с поверхностью, которая име­
ла своим параметрическим представлением пару: цилиндр Z и локальный го­
меоморфизм Fп (стр. 286).

Так как/ф„ есть локальный гомеоморфизм, то у точки УИо на параметри­
ческой поверхности Фо есть окрестность Vo, где^Ф0 есть просто гомеоморфизм. 
Если мы обозначим через V окрестности точек М £ Ф, которые гомеоморфизма­
ми hr1 переводятся в Ко, т. е.

У „=А -Ч П
то на V отображения fф будут, очевидно, гомеоморфизмами. Кроме того, для 
всех точек N o f Vo имеем:

N = h(NQ) (= V и /ф 0 (Nо) =  (N).
Поэтому точки поверхности S, соответствующие системе окрестностей V 

точек М£ Ф ,  выделяют на S некоторое множество U, для которого X  есть 
внутренняя точка. Множество U называется о к р ест н о ст ь ю  т о чка  X  на 
поверхности S. Для любой точки Y  £ U во множестве Vo существует только 
одна точка No, имеющая Y  своим образом при отображении [ф„.

Из определения параметрической поверхности следует, что окрестность 
Vo можно взять такой, чтобы она была простой поверхностью, т. е. 
чтобы она была гомеоморфным образом некоторой простой области. Но тогда 
и все окрестности V =  h (Vo) являются гомеоморфными образами Vo, и по­
тому все V суть простые поверхности. Но так как на V отображения [ф яв­
ляются гомеоморфизмами, то окрестность U точки X £ S  есть также простая 
поверхность.
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Итак, если каждую точку X поверхности S рассматривать в единствен­
ном экземпляре, т. е. различать между собой совпавшие образы различных 
точек параметрической поверхности Фо при локальном гомеоморфизме /ф„, 
то у любой точки X £ S  есть окрестность, являющаяся простой поверхностью. 
При этом если одной и той же точке X пространства на поверхности S отве­
чает несколько экземпляров точек X,-, то у каждого экземпляра можно ука­
зать свою окрестность U i, представляющую собой простую поверхность и 
такую, что если Ui порождается с помощью некоторой области Уо<‘>(;Фо, 
то множества Vo<‘> не имеют общих точек и в каждом из них находится лишь 
одна точка М о‘, для которой

/ф. (К )  =
Все проведенные выше рассмотрения показывают, что при изучении по­

верхности в малом, т. е. в некоторой достаточно малой окрестности, любой 
ее точки, целесообразно ограничиться параметрическим представлением, ко- 
торое порождается в пределах этой окрестности простой поверхностью Ф„ и 
гомеоморфизмом поверхности / ф 0 в пространство.

Рассмотрения, которые были проведены для поверхности в целом, пона­
добятся нам в главе V II при изучении замкнутых поверхностей.

§ 2. Гладкие и регулярные поверхности

Пусть G — простая область на плоскости с декартовыми коор­
динатами и, v. В области G рассмотрим вектор-функцию

г  (и, и) =  х (и, v) i  -f- у (и, v) j  -j- г (и, v) k ,

значения которой суть радиус-векторы пространства; при этом пред­
полагается, что в пространстве фиксирована декартова система 
координат Oxyz.

Вектор-функцию г  (и, v) будем называть р егул я р н о й ,  если в G 
г  (и , v), или, что то же, функции х  (и, v), у (и, v), z (и , v) 
k  раз непрерывно дифференцируемы (k  >  1) и всюду в G

[Ги, г .]  Ф 0.

При k — 1 вектор-функцию г  (и, v) также называют гладк ой .
Если простую область G рассматривать как простую поверх­

ность, то регулярная вектор-функция г  (и, и), заданная в G, опре­
деляет некоторое отображение G в пространство. Естественно, воз­
никает вопрос, определяется ли при этом отображении некоторая 
поверхность. Ответ дается следующей теоремой.

Т е о р е м а  1. Пусть G — простая область на плоскости с де­
картовыми координатами и,- v и пусть в G определена регулярная 
вектор-функция г  (и, v). Тогда эта вектор-функция определяет не­
которую поверхность S  в пространстве.

Д ругим и словами, поверхность S  есть образ простой области 
G в пространстве при локальном гомеоморфизме, который 
точке (и, v) £ G относит точку пространства с декартовыми 
координатами х  (и, и), у (и, v) ,  z (и, v).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем прежде всего, что отобра­
жение области G в пространство локально взаимно однозначно. Д о­
пустим, что это не так, тогда в области G найдется точка (и0, v0), в 
сколь угодно малой окрестности V которой существуют две различ­
ные точки (иь Dj) и (и2, о2) такие, что

Используя формулу конечных приращений, получаем:
' * (11* 0 ,)—х (и 2, v2) =  (ot — v j x v (ult 0j) +  (и1 —  и2) х и (Ө'і , v2) — О,
У (“ i. vi )~ y  К  v2) =  (щ — fz) Vv («1. Ө2) +  (щ — «2) yu Ф і  o2) =  0, (*)
2  ( « J ,  Oj) 2  ( « 2 , 1 -2)  =  (Oj —  0 2)  2 ., (uu 0g) - f  (Mj —  Ojj) 2 U ( 0 ' ,  o j )  =  0 ,

при этом во всех трех равенствах первые производные вычислены 
в точках окрестности V.

Так как — и 2, v t — о2 не равны нулю одновременно, то из 
равенств (*) следует, что все определители второго порядка, порож­
денные матрицей

равны нулю. Так как V — сколь угодно малая окрестность точки 
(и0, о0), то и в самой этой точке все определители второго порядка, 
порожденные матрицей

равны нулю, поскольку первые производные функций х (и, v), 
у (и, о), 2 (и, v) непрерывны в (и0, о0).

С другой стороны, из регулярности вектор-функции г  (и, и) 
следует, что

Поэтому хотя бы один из определителей, порожденных матрицей

в точке (и0, v0) отличен от нуля, что невозможно.
Итак, локальная взаимная однозначность отображения доказана. 
Непрерывность отображения области G в пространство вытекает 

из непрерывности вектор-функции г  (и, v).

X (Ui, v {) — х  (и ч, о2) =  0 Ь 
У (ии Vi) — у (и2, v2) =  О,
2 ( Ці ,  Vi )  — 2 (и2, V 2)  =  0 .

( x v (Ui ,  0,), y v (ut, ө2), 2v (Ui,  03) \  
U „ ( e ',- »a). У и ( Ө 2 * иг). 2„ (Ө;, v2) I'

[Га («0- О0), r v (« 0, О0)] ф  0 .

Но
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Пусть (и, V) — произвольная точка области G, Тогда существует 
окрестность V этой точки, в которой отображение

f :  х =  х  (и, v), у =  у (и, v), г =  г (и, v)
взаимно однозначно. В точке (и, v) хотя бы один из определителей 
второго порядка, порожденных матрицей

Тогда существует окрестность Vi с  V точки (и, v ), в которой

обратимо, причем обратное отображение непрерывно. Пусть W7, — 
образ окрестности V t при отображении ('* ) и U { — образ окрест­
ности V t при отображении х  =  х  (и, v), у  — у [и, v), г =  г (и, и). 

Обозначим через

обратное отображение для отображения ( £ ). Тогда для (х, у, -z) £ U {

Поэтому в окрестности К, отображение
f  : х  =  х  (и, v), у =  у  ( и ,  у) ,  z =  z (и, v),

порождаемое регулярной функций г  (и, у), взаимно непрерывно.
Итак, отображение простой области G в пространство посредст­

вом регулярной вектор-функции г  (и, v) есть локальный гомеомор­
физм. Следовательно,вектор-функция г  (и, v) определяет в прост­
ранстве некоторую поверхность S.

Теорема доказана.
Введем следующее основное определение.
Поверхность будем называть р е г у л я р н о й ,  если у каждой ее точ-

Л задана регулярной вектор-функцией.
То же самое будем более кратко формулировать так. 
П о в е р х н о с т ь  р е г у л я р н а ,  если каждая ее точка имеет ок­

рестность, допускающую регулярную параметризацию.

г,У
U

отличен от нуля. Пусть для определенности

х и Уи ф  О

* V  У у

и отображение
х  — х  (и, и), 
у =  у (и, V)

/  *: и — и (х, у), и — v (х, у).

ки есть окрестность, являющаяся простой поверхностью, которая
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В дальнейшем рассматриваются лишь регулярные поверхности. 
Так как в этой главе нас будут интересовать свойства поверхности 
в достаточно малой окрестности точки, то мы будем считать, что на 
всей поверхности введена единая регулярная параметризация. Это 
означает, что. поверхность определяется в пространстве регулярной 
вектор-функцией г  (и ,у), определенной в некоторой простой обла­
сти G, и отображение в пространство, которое осуществляет вектор- 
функция г  (и, v), есть гомеоморфизм.

§ 3. Внутренние координаты на поверхности

Пусть S — регулярная поверхность и г  (и, v) — ее регулярная 
параметризация. Тогда между точками области G и точками по­
верхности S установлено взаимно однозначное соответствие, так 
как вектор-функция г  (и, v) определяет гомеоморфное отображение 
области G в пространство. Следовательно, пару чисел и, v можно 
рассматривать как координаты точки на поверхности S. Числа и, v 
связаны только с теми точками пространства, которые лежат на 
поверхности 5 , и потому описывают свойства геометрических обра­
зов лишь внутри поверхности S. В связи с этим они называются 
внутренними координатами точки на поверхности.

Итак, каждая регулярная параметризация поверхности S  по­
рождает на ней вполне определенную систему внутренних коорди­
нат.

Регулярная поверхность в некоторой окрестности каждой своей 
точки допускает бесконечное множество регулярных параметри­
заций. Тем самым в указанной окрестности можно ввести беско­
нечное множество различных систем внутренних координат.

Действительно, пусть

х  =  х (и, v), у =  у {и, v), г — г (и, v)

— какая-нибудь регулярная параметризация поверхности в неко­
торой окрестности точки X  (ы0, у0). Пусть k  — натуральное число, 
указывающее порядок непрерывной дифференцируемости функ­
ций х  (и, и), у  (и, и), г (и, v). Если ф (а, Р) и t|) (а, Р) — любые k  
раз непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворяющие в 
точке (ао, ро) условиям

ы0 =  ф (а0, Р0),
^  («а, Ро).

то уравнения
х  =  х  (а, р), 
у =  у (а , Р), 
г =  г (а, Р),
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где
х ( а , Р) =  х (ф (а , Р), t|>(a ’ Р)). 
у (а, Р) =  у (ф(а, Р), "ф (ot, р)), 
г (а, р) =  г(ф(а,  Р). ф (а, Р)),

также дают регулярную параметризацию поверхности S  в окрест­
ности точки X .  Это непосредственно вытекает из того, что формулы

задают k  раз непрерывно дифференцируемый гомеоморфизм доста­
точно малой окрестности точки (ао, Ро) плоскости а , Р на некоторую 
окрестность точки (и0, у0) плоскости и , V.

Рассмотрим одну специальную параметризацию регулярной 
поверхности, которая в дальнейшем будет играть существенную 
роль. Пусть k  раз непрерывно дифференцируемые функции

определяют регулярную параметризацию поверхности S  в окрест­
ности точки X  (и0, v0). Тогда всюду ранг матрицы

равен двум и, не ограничивая общности, можно считать, что в точ 
ке (и0, v0) отличен от нуля определитель

По теореме о неявных функциях существуют k  раз непрерывно 
дифференцируемые функции

и =  f  (х, у), v =  g  (х, у),

являющиеся обращением системы
х  — х  (и, v), у  — у (и, v)

в некоторой окрестности точки (и0, v0). Функции f  (х, у) и g  (х, у) 
определены в достаточно малой окрестности точки (хо,  уо), где 
х0 =  х  («0, v0), уо =  у (и0, v0); они тождественно удовлетворяют си­
стеме уравнений

х  =  х  (f (х, у), g  (х, у)), у  — у if (х, у), g  (х, у))

Отсюда следует, что искомая поверхность в достаточно малой 
окрестности точки X  допускает регулярную параметризацию

и =  ф (а, р), v =  ф (а, Р)

х  — х  (и, v), у  =  у (и, v), z =  г (и, v)

хи Уи
Ху Уо

И

«о =  f  (х0, Уо), v0 =  g  (х0, Уо),

х  =  X, у =  у, 2  =  2  (f(X,  У ) ,  g  (X, у ,) =  2  (X, у),
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или. что то же самое,
z =  z (х, у).

т. е. достаточно малая окрестность точки X. допускает регулярноt> 
параметрическое представление с помощью явного уравнения

z =  г (х, у).

§ 4. Кривые на регулярной поверхности

Пусть S — регулярная поверхность и
г  =  г  (и, V)

— ее регулярная параметризация. Не нарушая общности, можно 
считать, что k  раз непрерывно дифференцируемая функция г  (и, и) 
задана в прямоугольнике

q . а < и < Ь ,  
с <  v <  d.

Пусть
I : и =  и (t), v =  v (t)

— регулярный путь в G. Пути I на поверхности S соответствует 
путь I, который в пространстве задается вектор-функцией

R  (t) =  г  (и (i), v (i))
(рис. 145)_. -

Путь / в пространстве определяет некоторую кривую L. Ниже 
мы устанавливаем регулярность пути I и кривой L.

Т е о р е м а  1. Пусть функции
и =  и ((), v — v (О,

задающие путь I, k 
раз непрерывно диф­
ференцируемы. Т огда 
путь I и кривая L ре­
гулярны, причем фун­
кция R  (О k раз не­
прерывно дифференци­
руема.

Д о к а з а т е л ь ­
с т в о .  Прежде все­

го отметим, что век­
тор-функция

R  (/) =  Г (И (/), £>(/))
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k раз непрерывно дифференцируема как сложная функция двух k 
раз непрерывно дифференцируемых функций.

Далее имеет место равенство:

во Есех т о ч к а х  п ути  /.
Из проведенных рассуждений вытекает, что путь I, лежащий на 

поверхности S ,  является регулярным путем в пространстве. Так 
как / есть регулярная параметризация кривой L, то кривая L, 
согласно определению; является регулярной.

Теорема доказана.
Параметрические уравнения пути I в G:

называют внут ренними уравнениям и пути I на  S; ту же
пару уравнений

называют р е г у л я р н о й  внутренней парам ет ризацией
кривой L.

Т е о р е м а  2. Пусть даны две регулярные параметризации 
одной и той же регулярной поверхности S . Пусть, далее, первая 
параметризация осуществляется с помощью вектор-функции 
г ,  ( и ,  и ) ,  з а д а н н о й  в п р о с т о й  о б л а с т и  6 'ь  а  в т о р а я —  в е к т о р -ф у н к ­
цией г  2 ( и ,  V ) ,  заданной в простой области G2. Пусть, далее, 
между G,  и G2 установлен к р а з  непрерывно дифференцируемый го­
меоморфизм ф, при котором

г ,  (и, v) =  г 2 (ф (и, у)).

Тогда если регулярные пути  £ Gt и / 2£ G2 совмещаются го­
меоморфизмом ф и при этом они оказываются эквивалентными, то

то при всех t и при всех (и, v) £ G имеем:

и, следовательно,

—  Ф О 
dt

и =  и (t), V —  V (t)

и =  и (t), V =  V (О
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они на поверхности S  определяют эквивалентные регулярные пути 
1\ и / 2 и, стало быть, уравнения путей / 4 и / 2 являются регулярны­
ми внутренними параметризациями одной и той же кривой L на S .

Доказательство этой теоремы весьма просто, и оно предлагается 
читателям как полезное упражнение.

Пусть, по-прежнему, S —регулярная поверхность и г  =  г  [и, v)— 
ее регулярная параметризация, причем вектор-функция г  (и, v) 
задана в прямоугольнике

G . а < и < Ь ,  
с < v  <  d.

Кривые на S, определяемые путями
и =  /,I
V =  v„ const,

т и =  ы0 =  const,
V =  t

(рис. 146), будем называть к о о р д и н а т н ы м и  л и н и я м и .  Коорди­
натные линии образуют два семейства регулярных кривых.Семейство, 
порожденное путями /, будем называть линиями v — const и обо­
значать 10а, а семейство, порожденное путями т  — линиями и =

О ^0

Р и с . 146

= co n s t и обозначать ти,,(рис. 147). В произвольной точке Х{и0, о0) 
поверхности S векторы r u (u0, v0) и r v (и0, v0) суть, очевидно, каса­
тельные векторы к координатным линиям 1и< и т ц, в точке X . 
Так как г  =  г  (и, v) — регулярная параметризация S , то

[ги («о, v0), r v (и0, о0)1 Ф 0.

Это значит, что в точке X  (и0, v0) касательные векторы отличны от
нуля и координатные линии 1Щ и ти< пересекаются в этой точке 
под углом, отличным от нуля и я (рис. 148).
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Итак, условие, что всюду на по­
верхности

[ги, r v\ Ф О,
равносильно следующему: касатель­
ные векторы к координатным лини­
ям всегда отличны от нуля , а любые 
две координатные линии, взятые из 
разных семейств, пересекаются 
под углом, отличным от нуля  
и п.

V § 5. Касательная плоскость

Пусть S — регулярная поверхность и X  —  произвольная точка 
на ней. Контингенцией п о в е р х н о с т и  S  в  точке X  называет­
ся множество точек, лежащих на касательных в точке X  ко всем 
регулярным кривым, лежащим на S  и проходящим через X .

Если контингенция к поверхности S  в точке X  представляет со­
бой плоскость, то эта плоскость называется касательной к S  в 
точке X .

Т е о р е м а  1. У регулярной поверхности S  в каждой точке 
контингенция есть плоскость. Таким образом, в каждой точке регу­
лярной поверхности существует касательная плоскость.

Д алее, если
Г =  Г {и, V)

— регулярная параметризация S  и X  (и0, v0)  — произвольная точ­
ка S , то касательная плоскость в этой точке совпадает с плоскостью, 
проходящей через векторы г и(и 0, и0) и r v (и0, v0) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  г  (и, v) — регулярная 
параметризация поверхности S , о которой говорится в условии 
теоремы. Пусть L  — произвольная регулярная кривая, лежащ ая 
на S и проходящая через точку X  (и0, и0), и и — и (t), v =  v (t) — 
ее внутренняя регулярная параметризация. Тогда вектор-функция

R ( t )  =  r(u ( t ) ,  v(t))

определяет в пространстве согласно теореме 1 § 3 регулярный 
путь /. Касательный вектор к I в точке X  находится по формуле:

=  г  и (u0, v0) и ' (/„) +  r v (н„, Оо) (*о);

здесь точке X  (и0, v0) отвечает значение параметра t; =  /0 и
и0 =  и ( д ,  
v0 =  v (/„)

Рис. 148
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(см. рис. 149). Отсюда следует, 
что касательная к L лежит в 
плоскости Р, проходящей через 
векторы г а (и0, v0) и r v (и0, v0). 
Таким образом, контингенция к 
S  в точке X  содержится в плос­
кости Р.

Д ля завершения доказатель­
ства теоремы достаточно дока­
зать обратное включение, т. е. Рис. 149
убедиться в том, что плоскость 
Р входит в состав контингенции к S в точке X .

Пусть g  — произвольная прямая на плоскости Р. Обозначим 
через а  какой-нибудь вектор, лежащий H a g . Так как а  расположен 
в плоскости Р, то а  есть линейная комбинация векторов r u (и0, v0) и 
Г V (U0 > vo)'-

определяет регулярный путь I, лежащий на S и проходящий через 
точку X  («о, у0), причем точке X  (и0, у0) соответствует значение
параметра t =  0. Касательная к кривой L, для которой путь I 
является регулярной параметризацией, в точке X  (и0, у0) совпадает

Поэтому прямая g  совпадает с касательной к кривой L в точке X  и, 
стало быть, входит в состав контингенции к поверхности S в точке 
X .  Так как g  была выбрана произвольно на плоскости Р, то плос­
кость Р содержится в контингенции поверхности S в точке X .

Этим, как уже отмечалось выше, и завершается доказательство 
теоремы.

а  =  а г и (и0, у0) +  f>rv (ы0, у0);

здесь через а и р  обозначены некоторые числа.
В прямоугольнике G рассмотрим путь

где е >  0 выбрано так, чтобы при всех t точка 
(и0 +  a t, v0 +  р/) £ G. 

Вектор-функция
R  (t) =  r  («0 - f  at, va +  p/)

dR( 0)с вектором — — .
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Положение касательной плоскости 
в пространстве удобно характеризо­
вать с помощью единичного вектора 
п , перпендикулярного к этой плос­
кости. Вектор п  называют н о р м а л ь ю  
п о в е р х н о с т и .  Для того чтобы одно 
значно фиксировать направление век­
тора п ,  его определяют формулой:

Рис. 150

Формула (*) задает нормаль поверхности S как вектор-функцию 
внутренних координат и, v поверхности (рис. 150).

С касательной плоскостью удобно связать некоторую специаль­
ную параметризацию окрестности произвольной точки регуляр­
ной поверхности. '

Именно имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  2. Пусть S  — регулярная поверхность и X  — 
произвольная точка S . Возьмем систему декартовых координат так, 
чтобы ее начало совпадало с точкой X , оси х  и у лежали в касатель­
ной плоскости k S  в точке X  и ось Z была направлена по нормали к 
поверхности в точке X . Тогда у  точки X  существует окрестность, 
которую в декартовых координатах х, у, г можно задать явным 
уравнением

верхности S  и вектор-функция г  k раз непрерывно дифференцируема, 
то функция f  (х , у) в достаточно малой окрестности точки (0,  0) 
на плоскости х, у также k раз непрерывно дифференцируема, а в 
точке (0,  0) имеют место соотношения:

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S — регулярная поверхность 
и г  =  г  (и, v) —  ее регулярная параметризация, о которой гово­
рится в условии теоремы 2. Пусть X  (и0, у0) — произвольная точка 
поверхности S и Р — касательная плоскость к S в точке X  (см. 
рис. 151).

Пусть, далее, х, у, z — система декартовых координат, построен­
ная так, как указано в условии теоремы 2. Тогда

где х (и, v), у  (и, V), г (и, v) — k  раз непрерывно дифференцируемые 
функции переменных и, v, причем

[Ги, Гу\ ф  0.

г - f { x ,  у).

Более того, если г =  г  (и, v) — регулярная параметризация по-

f  (0, 0) =  и 0, 0) =  / у(0, 0) =  0.

г  (и, v) =  х(и, v)i +  у (и, V) j  +  z (и, v)fc,
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Согласно рассмотрениям, 
проведенным в § 3, для уста­
новления того факта, что до­
статочная малая окрестность
V точки X  (ип, vQ) на поверх­
ности S может быть задана 
явным уравнением

г =  /  (х, у), 
где /  (х , у)— к раз непрерыв­
но дифференцируемая фун­
кция в некоторой окрестности 
точки (0, 0) на плоскости х, у, 
достаточно проверить справед­
ливость неравенства

хи
х„

Уи
Уо

Ф О

в точке («о, у0).
Прежде всего отметим, что в точке X  (м0, v0) векторы r u(«„. Оо) и 

г ^ ( и 0, v0) лежат в касательной плоскости к S в точке X , или, что 
то же, в плоскости Р. Поэтому

г и  ( « о -  v0) - x u (ua, о0) /  +  ув (и0, v0) j ,
Гv («о, Ц>) =  Xv («о, £>„) І +  у в (И0, V0) J .

Далее,
І j  k .

Ги(«о. v o), r v (u0, t»0)] = xu Уи 0 =
Xv  У V 0 '

х и ( « о .  vo) У и ( « о .  у о) 

*Д«о» vo) y v (ио> vo)
k,

Ф 0.

и так как в любой точке поверхности

Ir u, r v\ Ф  0,
то

*«(мо, %) У и (но> Оо) 
xv (u0, v0) yv (u0, v„)

Так как поверхность S проходит через точку X , являющуюся 
началом декартовой системы координат, то

f  (0, 0) =  0.

Далее, касательные к сечениям поверхности плоскостями хг  и уг  
в точке X  лежат в плоскости ху, поэтому

и  0,0) =  f y( 0,0) =  0.
Теорема полностью доказана.
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§ 6. Первая квадратичная форма поверхности. Измерение длин 
кривых и углов между ними на поверхности

Пусть S — регулярная поверхность и г — г  (и, v) — ее регуляр­
ная параметризация.

П ервой квадратичной ф орм ой  поверхност и S назы­
вается квадрат полного дифференциала вектор-функции г  (и, v):

I =  d r 2.
Так как

d r  =  r udu +  r vdv, 

то для первой квадратичной формы имеем следующее выражение:
I =  d r 2 =  (r udu +  r vd v f  =

=  (rl) du2 +  2 (r„, r v) dudv +  (rl)d v2.

Д ля коэффициентов первой квадратичной формы введены специаль­
ные обозначения:

Е  =  r l ,  F =  (ги, r v), G =  r l .
Таким образом,

I =  Edu2 -(- 2Fdudv -j- Gdv2.

Первая квадратичная форма поверхности является положительно 
определенной формой, т. е. при всех значениях du и d v  она прини­
мает неотрицательные значения и обращается в нуль, только при 
du  =  d v  =  0. Действительно, если d r 2 =  0, то

d r  =  r adu r vdv =  0.
А так как [ru, r v] Ф 0, то это возможно лишь при условии, что 
du =  dv =  0.

При переходе от одной параметризации поверхности S к другой, 
или, что то же, при переходе от одних внутренних координат и, v 
На поверхности к другим внутренним координатам и ' , v’, коэффи­
циенты первой квадратичной формы могут изменяться, но значе­
ния всей квадратичной формы в целом не изменяются. 

Действительно, если уравнения
( и =  и (и', v'),
) v =  v (и ', v')

определяют регулярный гомеоморфизм между простыми областя­
ми, в которых заданы вектор-функции г  (и, v) и Гі (и', v’), то

г  1 (и', v') =  г  (и («', V1), v(u' ,  v')),
и, пользуясь инвариантностью первого дифференциала, получим:

dr\ =  dr2.
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Итак, первая квадратичная форма не зависит от выбора кон­
кретной регулярной параметризации поверхности S.

Рассмотрим вопрос о длине кривой на поверхности S. Пусть L — 
кривая на 5  и и =  и (t), у =  v (/), а <  t <  b — ее регулярная 
параметризация. Пару уравнений и =  и (t) и у =  о (/) будем также 
называть внутренними уравнениям и кривой L.

Пусть R  (t) =  г  (и (t), у (/)) — вектор-функция, определяющая в 
пространстве кривую L. Тогда из результатов § 5 гл. IV для дли­
ны s (L) кривой L  справедлива формула

s(L) d R

d t
dt

и

j du  I du dt
- I  V i ' -

du dy \ 2 ,, 
r „ —  d t  

d t

du dv  

d t  d t

dy \ 2 _ 
d t ■ (*)

Кратко формулу (*) записывают иногда так:

О
:(L) =  j I dr(u{t) ,  V ( 0 ) 1 =  j V I-

Итак, для измерения длин кривых на поверхности достаточно 
знать первую квадратичную форму. Поэтому говорят, что первая 
квадратичная форма задает метрику поверхности.

Найдем первую квадратичную форму для некоторых поверхно­
стей.

П р и м е р  1. Пусть S — сфера ра­
диуса R с центром в начале координат.
В качестве внутренних координат вы­
берем географические координаты (дол­
готу и широту) ф и Ө (см. рис. 152). Тогда
0 <  ф <  2я и — -  <  Ө <  —. 

т  2 2
Уравнения сферы в этих координатах
таковы:

x ~ R  cos ф cos Ө> 
у =  R  sin ф cos 0, 
г =  R  sin 0.

Рис. 152
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Вектор-функция г  (ср, Ө) =  х  (ф, Ө) i  +  у (cp, Q)J+z  (ф, Q)k, пред­
ставляющая собой параметризацию сферы, всюду регулярна, кроме 
полюсов.

После простых вычислений находим:
Е  =  / ф =  R 2 cos2 Ө,
F =  О,
G =  rg  =  R 2,

и, следовательно, первая квадратичная форма сферы имеет вид:
I =  tf2cos20<*p2 +  R 2dQ2.

Если L  — некоторая кривая на S, имеющая внутренние урав­
нения

ф =  ф, Ө =  І (ф) (Фі <  Ф <  Фг). 
то ее длина находится по формуле

Ч>2 _______________
s (L) =  R  j  У  cos2 (/ (ф)) +  / ,3 (ф) dfp.

Фі

П р и м е р  2. Пусть регулярная 
поверхность S  задана явным уравне­
нием

г =  z (х, у),

где z (х, у) — k раз непрерывно диффе­
ренцируемая функция в простой области 
G на плоскости хОу (см. рис. 153). Тогда 
вектор-функция, являющаяся регуляр­
ной параметризацией S,  имеет вид:

Г (х, у) =  Х І  +  у j  +  2 (X, у) k.
Отсюда

r x =  i +  zxk, r y =  j  +  zyk ,  (*)

и потому
E
F -- 
G

r l  =  1 +  zl,
( l“x'  y) Zx Zy,

r l  =  1 +  4-
Следовательно, первая квадратичная форма поверхности имеет вид 

I =  (1 +  zl) dx2 -j- 2zxzy dx dy  -)- (1 -f- zl) dy2.

Отметим, что простыми вычислениями из формул (*) для г х 
и г у легко находим уравнение касательной плоскости k  S и нор­
маль п:



г — г(х, у) — zx (x, y ) ( X - x ) - \ - z y (x, у) (Y  — y),
{f.r,  r y ] __ 2x ______  . . ______  Zy ' ^

П =  IIr x, г  у ]| / i + * i  +  *s * +  V'T +  4  +  4  J  +
l_____

V  1 +  гі  +  2y

Н а п р а в л е н и е м  (du  : dv) в д а н н о й  т о ч к е  X  (и, v) н а  
п о в е р х н о с т и  S  будем называть направление вектора d r  =  
= r ltdu +  r vdv.  Само собой разумеется, что рассматривается регу­
лярная параметризация S с помощью вектор-функции г  (и, v).

У г л о м  м е ж д у  н а п р а в л е н и я м и  (du : dv) и (bu:bv) 
называется угол между векторами

d r  — r adu +  r vdv и 6 г  =  r a6u -f- r vbv.

Если Ө — угол между направлениями (du : dv) и (6ц : bv), то

(dr, 6г) =  | d r  11 br j cos 0.
Так как

d r 2 =  Е  du2 +  2F du dv +  G dv2, 
d r 2 =  E 6u2 +  2F6ubv +  Gbv2,

(dr, fir) =  Edubu -j- F (dubv -f- dvbu) -f- G dvbv,

TO
„ E duba +  F (dubv 4 -  dvbu) +  Gdubv

COS 0  =  . — ................
Y E d u 2 +  2Fdudv +  Gdv* Y E 6 u 2 +  2Fbubv +  Gbv*

Будем говорить, что кривая L на поверхности, заданной регуляр­
ной вектор-функцией г —r(u,  v), в точке (и , v) и м е е т  н а п р а в ­
л е н и е  (du : dv) ,  если вектор d r —r u du-\- r vd v  есть касательный 
вектор кривой в этой точке.

Если кривая задана на поверхности внутренними уравнениями

и —  U ( О ,  V —  V ( t ) ,

то в точке (и ((), v (t)) она, очевидно, имеет направление
(и' (/) : v'(t)).

Пусть кривые L\  и Ь 2 на поверхностиS имеют общую точку X .  
У г л о м  м е ж д у  э т и м и  к р и в ы м и  в точке X  будем называть угол
между направлениями этих кривых в точке X .  Легко видеть, что
угол между кривыми па поверхности — это угол между касатель­
ными к кривым в точке пересечения, и потому он не зависит ни от 
способа параметризации поверхности, ни от способа параметриза­
ции кривых.

Выясним, чему равен угол между координатными линиями. 
Линии v =  const имеют направления (du : 0), а линии и =  const—
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направления (0 : dv). Отсюда для угла Ө между координатными 
линиями получаем формулу:

F dubv F
cos Ө Y  Edu2 /  G6t»2 V EG

Отсюда следует, что координатная сеть на поверхности будет орто­
гональна (координатные линии пересекаются под прямым углом) 
в том и только в том случае, когда F  =  0.

§ 7. Площадь поверхности

Подробно вопрос
о площади поверхнос­
ти рассматривается 
в курсе математичес­
кого анализа. Здесь 
мы ограничимся вы­
водом формулы для 
площади области на 
поверхности в случае, 
когда поверхность за­
дана с помощью регу­
лярной параметриза­
ции г  — г  (и, v).

Напомним опреде­
ление площади облас­
ти на поверхности, 
которое используется 
в курсе математичес­
кого анализа. Пусть

S — регулярная поверхность и D  —область на этой поверхности, ог­
раниченная конечным числом регулярных кривых (см. рис. 154). 
Разобьем D  на малые области регулярными кривыми, и пусть D ; — 
одна из таких областей. В области D-t берем произвольную точку X t 
и спроектируем эту область на касательную плоскость в точке X/. 
Если диаметр области D t достаточно мал, то из теоремы 2 § 5 
вытекает, что проектирование D t на касательную плоскость есть 
взаи м н о  однозначное отоб раж ен и е. Р е зу л ь т а т  п р о ек ти р о в ан и я  D i

на касательную плоскость есть некоторая область D it причем гра­
ница состоит из конечного числа регулярных кривых. Через a(D ,) 
обозначим площадь области D,.

Под площадью области D поверхности S  будем понимать

lim £<т(Д),
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где суммирование проводится по всем областям D t, на которые раз­
бита D, а предельный переход осуществляется при условии, что наи­
больший из диаметров областей D, стремится к нулю.

Если регулярная поверхность допускает параметризацию с 
помощью явного уравнения

z =  2 (х, у),
где 2 (х, у) — k раз непрерывно дифференцируемая функция (/г >  1), 
заданная в простой области G u  то, как известно из анализа, для 
площади любой области D  поверхности 5  справедлива формула:

a (D) =  j  j V \  +  z l  +  z l dx dy,
Di

здесь через обозначена проекция D на плоскость х, у-
Пусть дана другая регулярная параметризация поверхности S:

г  =  г  (и, V),

где г  (и, v)— k  раз непрерывно дифференцируемая функция, задан­
ная в простой области G  на плоскости и, v. Пусть, далее,

х = х(и, v),
У — У(и, v)

— регулярный гомеоморфизм между G и G it при котором

xi +  y j  +  г (х (и, V), у (и, v ) ) f c = r ( u ,  V). (*)
Тогда, используя формулу замены переменных под знаком 

двойного интеграла, получим:

х а Уи

/ :

ct(D) =  j j  V 1 +  z l  +  z l dxdy  =  j j  Y \  +  z l - \ - z l dudvt
£>1 D

где Z), — образ области D  при гомеоморфизме /.
Из соотношения (*), которое справедливо во всей области С, 

имеем:
[ги, r v\= \x ui  +  уJ  + ( 2 А +  гуУ„) Ь, xvl + y vj  г уУу) *1 =

Уи

Уо
(— гхі  — z yj  +  k).

Отсюда

I [ru, r v ] I = 1 / 1  +  2 5 + 2 ’
Уи 

*v Уу
С другой стороны,

I lr„, r v] \ * = r l r l - ( r a, r vf = E G ■F2.
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Поэтому

o(D) =  S J  Ir EG— P  dudv.
D

Итак, для площади любой области D c S  справедлива формула

a(D) =  |  j  J /£ G  — F 2 dudv. ( * )
D

Формула ( $) выведена в предположении, что поверхность S  
допускает параметризацию

х — х, у — у, г — г (х, у).

Оказывается, что это предположение не существенно, и формула 
( £) справедлива для любой регулярной поверхности, допускаю­
щей единую параметризацию г  =  г  (и, у). Доказательство этого 
факта можно провести непосредственно, опираясь на определение 
площади, как это делается в курсе анализа. На этом мы останавли­
ваться не будем.

В заключение отметим, что площадь области на поверхности есть 
аддитивная функция. Действительно, пусть область D  регулярными 
кривыми разбита на две области D , и D 2 без общих внутренних 
точек. Пусть, далее, областям D, D it D 2 в простой области G, где 
определена регулярная параметризация г  =  г  (и, v), соответствуют
области D , D lt D 2. Тогда

a (D) =  J J  V EG— Р  dudv =  j j  V  EG— Ғг dudv +
Ъ Di

+  JJ V EG— F'1 dudv =  о (DJ +  a (DJ.
Df

Если поверхность допускает регулярную параметризацию в до­
статочно малой окрестности каждой своей точки, то вычисление 
площади малых частей поверхности можно проводить, используя 
аддитивность площади, с помощью специальных параметризаций 
этих частей.

§ 8. Вторая квадратичная форма поверхности

Пусть S — регулярная поверхность и г  =  г  (и, v) — ее регуляр­
ная параметризация. Через п (и, v), как и раньше, будем обозна­
чать нормаль поверхности S в точке X (и, v). Напомним, что

п  =  ІГц’
\[Ги, rv]f
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Второй квадрат ичной ф орм ой  поверхност и называ­
ется форма

11 =  (—dr, dn) = ( —/■„, nu)du2+ ( ( — r u, n v) + ( —r v, пи)) dudv-\~
+  (—r v, nv) dv2.

Для коэффициентов этой формы вводятся специальные обозначения 
( Ги> Я») =  ( Ги, Пъ) -)- ( r v, пи) 2/И,

(—r v, nv) =  N, 
в которых вторая квадратичная форма принимает вид:

II =  Ldu2 -j- 2Mdudv -j- Ndv2.
Так как (dr, n) =  0 и, следовательно,

d(dr, n) =  (d2r, n) -f- (dr, dn) =  0,
TO

II =  (d2r ,  и) =  ( r uu> ») du2 +  2 (ги0, я) dudv +  ( r w , я) dv\  
Следовательно,

£ =  (ruu, n),
M = ( r llv, n),
N =  (rvv, n).

В частности, если поверхность задана явным уравнением 
z =  z(x,  у), то

L  =
V \  +  z l  +  z>’

М  =  ■ гду------
V 1 +  4  +  г»

N = — Z™ -----
| /  1 +  z£ +  z*

§ 9. Кривизна кривой на поверхности

Пусть S — регулярная поверхность и L — регулярная кривая 
на ней. Пусть, далее, г  =  г  («, и) — регулярная параметризация 
поверхности S.  В качестве параметра во внутренних уравнениях L

и =  и (s), v =  v (s), 0 <  s <  s (L),
возьмем естественный параметр s на L, т. е. длину переменной дуги 
L  с одним фиксированным концом (см. гл. IV, § 6).

На L возьмем произвольную точку X (и, v) и пусть (du: dv) — 
направление L в этой точке.

Обозначим через
R { s )  =  r { u ( s ) ,  v(s))



естественную параметризацию кривой L. Введем следующие обоз­
начения:

t  — единичный касательный вектор к L в точке X; 
т  — главная нормаль к L в той же точке;

к — кривизна кривой L в 
точке X;

п  — нормаль поверхности S 
в точке Х\

if — угол между векторами п 
и т  (см. рис. 155).

Из первой формулы Френе 
следует, что

(1-R
ds2

Тогда
d-r , nj  =  к (т, п) =  у.\т

du\2

ds2
С другой стороны,

d2r  . .
■» " )  =  ('•««

I п I cos =  К COS \J).

+ г "
г
v ds2 ’

. )

Отсюда

(Гцц, п ) du2 +  2 (ruv, п) dudv +  (гр0, я) do8 
ds2

L du2 -f- 2Mdudv 4  №fo2 
£  du2 - f  2F dudu 4  Gdv2

Ldu2 4  2Mdudv 4  Ndv2
Y. COS \|) = (*)£d«2 +  2Fdudv Gdo2

Величины L, M ,  N, E, F, G в точке A”(u, v) поверхности S  определе­
ны однозначно, a

Ldu2 -f- 2Mdudv -f- Ndo* 
£ d a2 +  2Fdudv 4- Gdw2

/d«\2 du 
L — 4 2 / И — 4 Л/  _dt> ^

7 ( s ) ‘+ t f s + 0
поэтому правая часть равенства (*) зависит только от направле­
ния кривой L  в точке X  (и, v). Таким образом,

х cos ф =  х0 =  const
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в точке X  (и, v) для всех кривых L, проходящих через точку X  
и имеющих в ней одно и то же направление, или, что то же, одну и 
ту же касательную.

Равенство
х cos г|) =  х0

составляет содержание т е о р е м ы  М е н ь е.
Величина хо называется нормальной кривизной поверх­

ности в данном направлении (du\dv) в точке X .
Можно доказать, что если пересечь поверхность S  плоскостью, 

проходящей через нормаль поверхности в точке X , то в достаточно 
малой окрестности точки X  пересечение будет плоской регулярной 
кривой. Эту регулярную кривую называют нормальным сече­
нием поверхности. Нормальное сечение поверхности в точке X  
определяется однозначно тем направлением ( dw.dv) ,  которое оно 
содержит.

Из теоремы Менье вытекает, что величина хо есть с точностью 
до знака кривизна нормального сечения поверхности в точке X , 
имеющего в этой точке то же направление, что и кривая L.

Действительно, если т { — главная нормаль к нормальному 
сечению в точке X  , то т ,  =  +  п. Поэтому угол между т { и 
п равен нулю или л, и если хн— кривизна нормального сечения, то

=  ±  « н -

§ 10. Классификация точек поверхности. Главные направления. 
^С р е д н я я  и гауссова кривизны

Д ля изучения поверхности в малой окрестности данной точки 
поверхности удобно перейти к параметризации

X =  X, у =  у, z =  z (х, у),
где декартова система координат х, у, г выбирается так: оси я; у 
лежат в касательной плоскости к поверхности в данной точке, а 
ось z направлена по нормали поверхности в данной точке.

Как доказано в § 5, в такой системе координат малая окрест­
ность точки задается уравнением

z =  z (х, у),

причем
z (0, 0) =  z , (0, 0) =  zy (0, 0) =  0. (*)

0

Итак, пусть дана регулярная поверхность S. Возьмем на ней 
произвольную точку X  и построим систему декартовых координат 
х, у, z указанным выше способом (см. рис. 156).
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Тогда начало системы координат совпа­
дает с точкой X,  и в малой окрестности 
V' точки (0, 0) на плоскости х, у  дос­
таточно малую окрестность точки X  на 
поверхности S можно задать явным 
уравнением

г =  г (х, у).
Как уже отмечалось, г (х, у) — k 

раз непрерывно дифференцируемая фун­
кция, удовлетворяющая в начале ко­
ординат условиям (*). Здесь и ниже 
мы будем предполагать, что k  >  2.

Разлагая функцию г (х , у) по фор­
муле Тейлора в точке (0, 0), будем 
иметь:

z(*. У )= f  (г,х (0, 0) х2 -)- 2гху (0, 0)ху  +  гуу{0, 0) / )  +

+  ф .  У)(*2 +  У2)>
где

lime (х, у) =  0=

Главной частью написанного разложения будет квадратичная 
форма

2 о =  j ( z xx(0, 0) х 2 - f  2 г , у (0, 0) ху-{- гуу (0, 0) у2).

График" функции Z0 (х, у) представляет собой параболоид. Этот 
параболоид называется соприкасающимся параболоидом по­
верхност и S в точке X.

' Очевидно, что все геометрические характеристики поверхности 
в точке X,  зависящие от первых и вторых производных функции 
г (х , у) в точке X ,  совпадают с соответствующими величинами для 
соприкасающегося параболоида. Такими величинами, например, 
являю тся коэффициенты первых и вторых квадратичных форм, 
нормальные кривизны в точке X,  касательные плоскости в этой 
точке.

Отсюда следует, что поверхность S  в малой окрестности точки 
X отличается от соприкасающегося параболоида на величины более 
второго порядка малости по отношению к V х2-(- у2. Таким образом, 
качественное изучение поверхности в малой окрестности точки X 
сводится к изучению пространственной формы соприкасающегося 
параболоида.
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До сих пор направления осей х  и у в касательной плоскости бы­
ли произвольными. Из аналитической геометрии известно, что над­
лежащим поворотом осей х и у в касательной плоскости уравнение 
соприкасающегося параболоида может быть приведено к виду

z o =  j  (k ix* +  k i f ) -

При этом, если k i >  к 2, то направления осей х  и у, в которых 
соприкасающийся параболоид имеет уравнение

z o =  j  ( М 2 +  /г2У2һ

определяются однозначно. Это утверждение будет доказано ниже, 
в § 11.

Направления в точке X , соответствующие координатным осям 
х  и у, в которых соприкасающийся параболоид имеет уравнение

z » =  j  ( М 2 +  ^ у 2)>

называются главными направлениями в точке X .
Нормальные сечения поверхности в точке X,проведенные в глав­

ных направлениях, называются главными нормальны ми сече­
ниями, а нормальные кривизны поверхности, соответствующие 
главным направлениям, называются глас ны ми нормальны м и  
кривизнами.

Главные нормальные сечения соприкасающегося параболоида 
представляют собой параболы

Z0 =  — k ,x2о 2 1

и

Z0 = J  K f -

Кривизны этих сечений в точке X  будут соответственно равны
I 2!

к, =
(1+1 z 0x\ y u =  1^1

х—0

Щ — 1 ^2 1 •
Если ki >  0, то главная нормаль к параболе

Z0 =  1

совпадает с нормалью соприкасающегося параболоида; если же 
k i С  0, то угол между этими нормалями равен л. Из определения 
нормальной кривизны поверхности в данном направлении (см. § 9) 
вытекает тогда, что в главном направлении соприкасающегося па­
раболоида, отвечающего направлению оси х, число k i  будет глав­
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ной нормальной кривизной. Но, так как у поверхностиS нее сопри­
касающегося параболоида в общей точке X  одинаковые нормаль­
ные кривизны, то ki будет также главной нормальной кривизной 
поверхности S в точке X  в направлении оси х.

Аналогично k 2 есть нормальная кривизна поверхности S в 
точке X  в направлении, определяемом осью у.

Величины

н  =  +

и
К  =  k {k2

называются соответственно средней и гауссовой кривизной по­
верхност и S в точке X. Средняя и гауссова кривизны есть 
функции точки поверхности S.

Рассмотрим классификацию точек поверхности в зависимости 
от знака гауссовой кривизны.

1 . Пусть в точке X  регулярной поверхности S  гауссова кривизна 
К  >  0. Тогда в этой точке одновременно главные нормальные кри­
визны k i  и k 2 или обе положительны, или обе отрицательны. В обо­
их случаях соприкасающийся параболоид

Z o =  у ( М 2+ ^ 2У2)

эллиптический. В первом случае он, касаясь плоскости ху  в своей 
вершине, лежит над этой плоскостью, а во втором, касаясь той же 
плоскости в своей вершине, лежит под ней. Достаточно малая ок­
рестность точки X  на поверхности 5  устроена в пространстве так 
же, как соприкасающийся параболоид, поэтому в малой окрестно­
сти точки X  поверхность S имеет вид, изображенный на рис. 157.

Точки, в которых гауссова кривизна К  >  0, называются эллип­
т ическими т очками поверхности. Отметим еще раз, что дос­
таточно малая окрестность эллиптической точки поверхности лежит 
по одну сторону от касательной плоскости в этой точке и, кроме 
точки касания, не имеет с касательной плоскостью общих точек.

2. Пусть в точке X  регулярной поверхности S  гауссова кривиз­
на К  <  0. Тогда в этой точке главные нормальные кривизны k i и

k 2 отличны от нуля и имеют разные знаки. 
В этом случае соприкасающийся парабо­
лоид — гиперболический, и касательная 
плоскость пересекает его по паре прямых, 
угол между которыми отличен от нуля. 
Поэтому малая окрестность точки X  на 
поверхности S имеет вид седла. Касатель­
ная плоскость в точке X  пересекает эту 

Рис. 157 окрестность по паре кривых, пересекаю-
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щихся в точке X  и сос­
тавляющих друг с дру­
гом ненулевой угол (см. 
рис. 158). Окрестность 
расположена по обе 
стороны от касательной 
плоскости в точке X .

Точки поверхности S , 
где К < 0 ,  называются 

г и п е р б о л и ч е с к и м и .
3. Пусть в точкеX ре­

гулярной поверхности S  
гауссова кривизна К  =  0. 
Точки S , где Қ  = 0 ,  назы­
вают п а р а б о л и ч е с к и ­
м и . В параболической 
точке или одна из глав­
ных нормальных кри­
визн, скажем k it равна 
нулю, либо обе главные 
нормальные кривизны 
равны нулю: k 1= k a= 0 .

В первом случае ма­
лая окрестность точки 
X  имеет вид куска пара­
болического цилиндра

z o =  \  М 2 .
(см. рис. 159).

Во втором случае точ­
ка X  называется точкой 
уплощения, и в малой 
ее окрестности поверх­
ность может иметь весь­
ма сложное строение. 
На рис. 160 изображе­
на окрестность точки 
уплощения, имеющая вид 
так называемого «обезь­
яньего седла». Исследо­
вание строения поверх­
ности в малой окрест­
ности точки уплощения 
связано с рассмотрением 
производных функции
2 (х, у) третьего и бо­
лее высоких порядков.

Рис. 158
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§ 1 1 .  Теорема Эйлера. Экстремальные свойства главных 
направлений

Пусть S — регулярная поверхность и X  —  произвольная точка 
на ней. Пусть, далее, х, у , г — система декартовых координат в 
пространстве, для которой начало совпадает с точкой X ,  оси х н у  
расположены в касательной плоскости к 5  в точке X  и идут в глав­
ных направлениях в этой точке, и, наконец, ось г направлена по 
нормали п в точке X .

Тогда достаточно малая окрестность точки X  на S представима 
явным уравнением

г =  г (х, у) =  j  (/г,*2 +  к2у 2) +  е (*, у) (х2 - f  у2),

причем
lim е (х, у) =  0. 

-.0

В точке X  у поверхности S и соприкасающегося параболоида 
совпадают первые и вторые квадратичные формы.

Пользуясь уравнением соприкасающегося параболоида

z o = \  ( М 2 +  k2y 2),

находим коэффициенты первой и второй квадратичной форм по­
верхности S  в точке X:

Е =  1, F =  0, (7 = 1 ,
L =  k v М =  0, N  =  k2.

Отсюда в точке X  квадратичные формы имеют вид:
I =  dx2 +  dy2,

II =  k Ldx2-{- k2dy2.
Проведем теперь нормальное сечение S , составляющее в точке X  с 
первым главным направлением угол <р. Если (dx : dy) — направле­
ние этого сечения, то (см. рис. 161)

dx . dv
cos Ф =  —  -r-т-т ; sm ф =

V (dy)2 ’ }r dx2 +  dy2

Используя формулу для нормальной кривизны в направлении 
(dx : dy), имеем:

к =  т =  ..=  ki cos2 ф + *2 sin2 ф‘
Соотношение

k =  cos2 ф -j- k2 sin2 ф 
называется ф о р м у л о й  Э й л е р а .  Оно и составляет содержание те­
оремы Эйлера.
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Т е о р е м а  1 ( т е о р е м а  
Э й л е р а ) .  Нормальная кривизна 
k в точке X  поверхности S  в на­
правлении, составляющем угол ср с 
первым главным направлением, 
равна

k — ki cos2 ср - j-  k2 sin2 ф,

где k { и k 2 — главные нормальные 
кривизны S  в точке X .

Т е о р е м а  2. Главные направления в данной точке X  регу­
лярной поверхности S — это те направления, в которых нормаль­
ные кривизны достигают экстремумов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим два случая:
1. k { ф  k 2 и пусть для определенности k { >  k 2. Тогда для на­

правления, составляющего угол ф с первым главным направле­
нием, имеем:

k =  ki cos2 ф -f- fej sin2 ф =  ki (1 —  sin2 ф) - j-  k2 sin2 ф.

Отсюда
k =  ki —  (ki —  k2) sin2 ф.

Ясно, что наибольшее значение k  достигается при ф =  0, я, а наи­
меньшее — при Ф =  ~  ”  • Следовательно, экстремумы нормаль­

ных кривизн достигаются в главных направлениях, и они равны 
соответственно k t и k 2.

2. ftj =  k2. Тогда для любого направления
k =  ki (cos2 Ф +  sin2 ф) =  kv

В этом случае все направления между собой равноправны, и по­
этому любое направление считается главным. В точке, где ki =  k 2, 
имеем нестрогий экстремум нормальных кривизн.

Теорема доказана.
Итак, точки регулярной поверхности могут быть только двух 

типов:
1. В точке существуют два различных главных направления. 

В такой точке главные нормальные кривизны не равны между собой.
2. Все направления в точке главные. В такой точке главные нор­

мальные кривизны равны между собой

§ 12. Нахождение главных направлений. Ф ормулы  для гауссовой 
и средней кривизн

Пусть, по-прежнему, S —регулярная поверхность и г = г  (и, и)
— ее регулярная параметризация. Возьмем на 5  произвольную
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k =  “

точку X  (и, v). Пусть (du : dv)—  произвольное направление в точ­
ке X . Тогда нормальная кривизна в точке X , соответствующая 
этому направлению, выражается формулой:

II  Ldu2 +  2Mdudv - f -  Ndv2 ,
I Edu2 -]- IF  dudv -f- Gdv2

Нахождение главных направлений сводится к тому, чтобы найти 
отношения (du : dv), в которых нормальная кривизна, или, что 
то же, отношение второй квадратичной формы к первой, достигает 
экстремумов.

Д ля  удобства проведения выкладок положим
£ =  £?«, г] =  dv.

Тогда направление в точке X  характеризуется отношением ( |  : rj), 
причем ! 2-)-ті2=£0. Формула для нормальной кривизны принимает вид:

h __ Ll* +  2Ml4 + N r f .
££2 -[- 2F£r| +  Grf

Так как в главных направлениях нормальная кривизна прини­
мает экстремальные значения, то

dk =  2 (L l +  Mr\) • I -
ді ~  1*

2 ( E l + F r ]) II =  0>

dk =  2 (УИЕ +  А̂ П)  ̂ — 2 +  <^П)11
I-

=  0. (1)

Систему соотношений (1) удобно записать так:

U + M T )  =  i i ( £ £  +  Fr|),

IIМІ-\-Ыч = ^(ҒІ +  Щ.
(2)

Исключая из этих соотношений получим: 

=  0.

П_
I '

Д  +  Мг) £E +  Fr]
M I +  Л/т] f i + G r j

Раскрывая определитель, имеем:
(LF - М Е %2 +  (LG -  NE) 1ц +  (MG -  NF) г)2 =  0. (3)

Написанное равенство представляет собой уравнение второго по­
рядка относительно отношения ( |  : г}), корни этого уравнения как 
раз и определяют главные направления поверхности S в точке X . 
Уравнение (3) удобно также записывать в виде определителя треть- 

порядка:
I— г)2 |т | — £2

Е F G
L М  N

его

0.
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Если вместо £ и rj подставить их выражения du и dv, то уравне­
ние для нахождения главных направлений будет иметь вид:

-  dv2 dudv  —du2 
Д =  Е  F G

L М  N
0. (4)

Могут представиться два случая:
1 .В  точке X  (и, v) имеем:

ё- =  — =  -  •
L ~  М ~~ N

Тогда определитель тождественно равен нулю для любого на­
правления (du : dv), т. е. все направления главные.

2. Если это условие не выполнено, то в уравнении
(LF —  ME) du2 +  (LG —  NE) dudv  +  (MG —  NF) dv2 =  0 (5)

хотя бы один из коэффициентов не равен нулю. Пусть, например,
M G  — NF ф  0.

Тогда, записывая уравнение (5) в виде

(LF —  ME) - f  (LG — NE) — -{-(M G — NF) I -  f  =  0
du \du j

и решая это квадратное уравнение, находим два главных направ­
ления в точке X . Если же в уравнении (5) коэффициенты при du2 и 
dv2 оба равны нулю, то LG  — N E  ф  0 и уравнение (5) сводится к

(LG — N E) dudv = 0 .

Отсюда главные направления суть (du : 0) и (0 : dv).
Итак, указан способ нахождения главных направлений.
Пусть теперь (du : dv) определяет главное направление. Напом­

ним, что k  =  —. Поэтому для главной нормальной кривизны, от­

вечающей этому направлению, справедлива формула 
_  11̂  _  Ldu2 +  2Mdudv +  Ndv*

I Eduz 2Fdudv +  Gdv%
причем

du2 -j- dv2 Ф 0.

Систему уравнений (2) можно записать в виде:
jLdu  -f- M dv  — k (Edu  -f- Fdv) =  0,
\M du  -f- N dv  — k (Fdu -j- Gdv) =  0.

Приводя в левых частях подобные члены, будем иметь:
(L — kE) d u -\-  (М — kF) dv =  0,
{М — kF) d u -\-  (N — kG) dv =  0. w

319



Система уравнений (6) есть система линейных однородных уравне­
ний относительно du и du, имеющая ненулевое решение (в каждой 
точке поверхности есть главные направления). Поэтому

L —  kE  М — k F _ C)
M — kF N —  kG ‘

Отсюда получаем квадратное уравнение для определения главных 
нормальных кривизн поверхности в данной точке:

(EG — F2) k2 - f  (2М Р  — E N  — LG)k~\- (LN —  M 2) =  0.
Пользуясь формулами Виета, получаем выражения гауссовой и 
средней кривизн через коэффициенты первой и второй квадратичных 
форм поверхности:

LN — А1аK = k t ■ к.г =
EG -  F-

2Н =  k j-\-  k2 =  — -  — 2-—-■+ LG-  
1 1 2  EG — F2

§ 13. Линии кривизны. Теорема Родрига

I. Необходимые и достаточные условия того, что коорди­
натные линии в данной точке поверхности направлены по глав­
ным направлениям. Пусть в данной точке X  регулярной поверхнос­
ти S координатные линии направлены по главным направлениям, 
тогда в этой точке

F  =  М  =  0.

Действительно,
F =  0,

так как главные направления ортогональны. Из уравнения для на­
хождения главных направлений

(LF — M E )du2 +  (LG — N E )dudv  +  (MG — N F )dvl =  0 
имеем:

LF — M E  =  0, (*)

так как на первом главном направлении du Ф  0 и d v  =  0, и

M G  — NF  =  О, Q

так как на втором главном направлении du =  0, dv ф  0. Так как
EG  — F2 >  0 и F =  0, то из соотношений (*) и I * j  следует, что

М =  0.
Пусть теперь в точке X  имеем 

F =  М =  0;
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докажем, что в этой точке координатные линии направлены по 
главным направлениям.

Действительно, в уравнении для нахождения главных направ­
лений коэффициенты при du2 и dv2 равны нулю, и это уравнение 
сводится к следующему:

(LG — N E)dudv  =  0.
Отсюда ясно, что если

LG  — N E  ф  0,
то координатные линии направлены по главным направлениям. 
Если же LG  — N E  — 0, то вместе с условиями

F =  М  =  0

получаем, что в данной точке определитель

— dv2 dudv — du2 
Е  F G
L M  N

равен нулю для любого направления. Следовательно, любое направ­
ление главное, и, стало быть, координатные линии в точке X  направ­
лены по главным направлениям.

В точке, где координатные линии направлены по главным на­
правлениям, первая и вторая квадратичные формы имеют вид:

I =  ds2 =  E du2 +  Gdv2,
II =  Ldu2 +  N dv2.

2. Линии кривизны. Кривая L на регулярной поверхности S  на­
зывается л и н и ей  к р и ви зн ы , если она в каждой точке направлена 
по какому-нибудь главному направлению.

Другими словами, в любой точке линии кривизны касатель­
ная направлена по какому-нибудь главному направлению поверх­
ности в этой точке.

Точка, в которой все направления главные, называется ом били­
ческой т очкой  п оверхн ост и . Ниже мы будем рассматривать по­
верхность без омбилических точек. Отметим без доказательства, 
что систему внутренних координат на такой поверхности можно 
выбрать так, чтобы координатными линиями были линии кривизны. 
В такой координатной сети на поверхности

F =  М  =  0

и, следовательно, на всей поверхности первая и вторая квадратич­
ные формы имеют вид:

I = E d u 2-\- Gdv2,
II = L d u 2 +  N dv2.
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Д ля главных нормальных кривизн, гауссовой и средней кривизн 
справедливы формулы:

k - ±  k  — —
Е  ’ G '

К  =  —  2Н  =  LG +  EN 
E G ’ EG ‘

3. Теорема Родрига. Если в точке X  регулярной поверхности S  
координатные линии направлены по главным направлениям, то

»« =  - V a .  flv = — k2r v.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как нормаль поверхности п  
есть вектор-функция единичной длины, то векторы п и и n v пер­
пендикулярны п . Поэтому в точке X  векторы п и и tiv лежат в каса­
тельной плоскости к S в этой точке. Отсюда

« «  =  а г „  +  р  г „ ,  
n v =  y r u +  b rv.

Докажем, что
а  =  —  k i  и  р  =  0 .

Так как главные направления ортогональны, то
F =  0,

и мы имеем:

(*■„, «„) =  a / i - j - Р (гц, r v) =  аЕ  +  РҒ =  аЕ ,
( r a, п и) =  a  (rv, r„) +  Рr l  =  aF  +  pG =  pG.

( r u, n ) =  0, ( r v, n) =  0,

Так как

то
(ги. п и)=  —  (гии, п),
(rv, « „ )=  — (ruv, п ),

и, следовательно, (см. § 8 гл. V)

(Гц, « J  =  -  Л  
(rvi п и) =  — М  =  0,

Отсюда

L f Q М Ла  =  — -  =  — k it р =  — -  =  0.
Е О

Аналогично доказывается, что

Теорема доказана.
Y =  о , 6  =  —  k2.
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§ 14. С ферическое изображ ение поверхности

Пусть S — регулярная поверхность и 5 0 — сфера радиуса еди­
ница с центром в начале координат. Отображение поверхности S  
в сферу S0, осуществляемое вектор-функцией

п  — п  (и, V) -  lr"' Ы
II Га, Гv

называется с ф е р и ч е с к и м  и з о б р а ж е н и е м  п о в е р х н о с т и  S. При
сферическом изображении каждая точка X  £ S имеет своим обра­
зом на сфере S 0 точку X ,  в которой касательная плоскость к S0 па­
раллельна касательной плоскости к S в точке X . Точка X  называ­
ется с ф е р и ч е с к и м  и з о б р а ж е н и е м  т о ч к и  X .

На сферическое изображение можно так же смотреть, как на по­
верхность, заданную вектор-функцией

Я (И, v) =
|[>" и, r u]l I

Все точки этой поверхности лежат на сфере S 0 (см. рис. 162).
Пусть X  — некоторая точка поверхности S и U — ее окрест­

ность, тогда на сфере S 0 окрестности U соответствует некоторое 
множество U. Площадь множества U на сфере называется п л о ­
щ а д ь ю  с ф е р и ч е с к о г о  и з о б р а ж е н и я  U. Ее будем обозначать 
через (о (U).

Имеет место следующая

Т е о р е м а  Г а у с с а .  Если диаметр d области U стремится 
к нулю, то

Н т ^  =  |* ( Л ) | ,d - o a (U )

где a(U) — площадь области U, а К ( Х )  — гауссова кривизна S  в 
точке X .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что в окрестности U 
точки X  в качестве координатных линий взяты линии кривизны. 

Тогда

Ю (V) =  И  n v\\ dudv-
и

По теореме Родрига имеем:

п и =  — К г  и, 
tiv *=

Поэтому
|[пи, nv]I =  %Щ I[r„, г  J  =  |/С| |[г„, г„]|. 

Следовательно,
ЯіКІ 1[Г«, rdldudy И |[г«, r„]\dudo

“ М  =  --------------------- =  J/С (АГ')| -------------------- =
a(U) a(U) o(U)

=  \ К ( Х ' ) \ ° - ^ -  =  \ Қ ( Х %  
а (U)

где X '  — некоторая точка, лежащая в окрестности U. Если диа­
метр d  окрестности U стремится к нулю, то точка X ' стремится к 
точке X  и, пользуясь непрерывностью гауссовой кривизны как 
функции точки поверхности S , получаем:

l im  =  \Қ (Х ) \ .  
d-o  o(U) v ;|

Теорема доказана.

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ Н ГЛАВЕ V

1. Найти уравнения касательных плоскостей к поверхностям второго по­
рядка:

ĵ 2 у2 2?
=  1 (эллипсоид),

х- | у2 Z2 .
—  - т  ~г*----------- ;---- * (однополостной гиперболоид),а 1 ол с3

^2  ̂ у 2 ^  ̂
—  -f -  — ----------— =  —  1 (двуполостной гиперболоид)
а1 о‘ с‘

в точке (лг0, у0, г0).

О т в е т .  Для эллипсоида

х*о I vy0 | г г0 .



2. Составить уравнение касательной плоскости к сфере

х =  a cos v sin и, 
у =  a cos v cos w, 
z =  a sin «

в произвольной точке.
3. Доказать, что все касательные плоскости поверхности

проходят через начало координат.
4. Доказать, что все нормали поверхности

х =  ф (и) cos и, 
у =  <р (u) sin и, 
z =  4’ (и)

пересекают ось г.
5. Найти первую квадратичную форму поверхности

X =  ф (и) COS У,
У =  ф(«) sin V, 

г = тр (“)■
О т в е т ,  ds2 <= (ф '2 +  115' 2) du2 - f  <p2dv2.
6. Доказать, что поверхность вращения допускает параметризацию и, v, 

при которой ее первая квадратичная форма имеет вид:
ds2 =  du2 +  G (и) dv2.

7. Найти угол, под которым пересекаются координатные линии х =  х0, 
у =  у0 на поверхности г =  ах  у.

О т в е т .

аглг0уо
cos ф =  ----  —------- -------

у  1 +  а-х2 I / -1 4 -  а 2у  -
8. Поверхность

х  =  аи cos v, 
у — аи sin v, 
г  =  bv

называется г е л и к о и д о м .
1) Доказать, что координатная сеть и, v на геликоиде ортогональна.
2) Найти площадь четырехугольника, ограниченного кривыми

k
и =  0, и =  — , 

а
о =  0, t» =  l.

О т в е т .  а =  l n( l  +  У "2)).
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9. Найти семейство кривых, пересекающих под прямым углом прямоли­
нейные образующие х  =  const гиперболоида г =  аху.

О т в е т .  (1 +  *гУг) У =  const.
10. Доказать, что площади областей на параболоидах

г == (*2 +  У2)-

г =  а х у ,

имеющих одну и ту же проекцию на плоскость х, у, равны.
11. Найги вторую квадратичную форму поверхности

X  =  и  cos V,

у =  и sin V,
г = V.

2 dudv
О т в е т .  -------и

12. Найти нормальную кривизну параболоида

г =  j  (ахг +  by3)

в точке (0, 0) в направлении (dx-.dy).
adx2 -f- bdy2

О т в е т .  k =  -----------------
dx2 -j- dy■ *

13. Найти уравнение соприкасающегося параболоида к эллипсоиду
х'1 у2 Z2

+  7 7  + 7 7 == 1а
в точке (0, 0, с)

!  1 I х* , у2О т в е т .  г =  с 1— — ------ -------
\  2 \  а2 Ьг

14. Доказать, что при проективном (в частности, при аффинном) преобра­
зовании свойство точки быть эллиптической, гиперболической или точкой 
уплощения сохраняется.

15. Доказать, что если край поверхности целиком лежит в некоторой 
плоскости, то либо эта поверхность есть область на плоскости, либо на ней 
есть эллиптические точки.

16. Д о казать , что на замкнутой поверхности всегда есть эллиптические 
точки.

17. Доказать, что если все нормали поверхности пересекают некоторую 
прямую, то поверхность является поверхностью вращения.

18. На геликоиде
х =  и cos v , 

у =  и sin v, 
г =  cv
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определить линии кривизны. Доказать, что средняя кривизна этой поверхности 
во всех точках равна нулю.

От в е т .  1п (ы -(- y^u2-f-c-)— v =  const,

ln («4- У u2+  и2) +  v =  const.
19. Найти линии кривизны гиперболоида

г =  аху,
и в точке х  =  у =  0 определить его среднюю и гауссову кривизны.

О т в е т .  1 п ( а у ±  V l +  aV )  +  ln(a*4; V 1+ а2х 2)=  const,

20. Поверхность Ф называется п а р а л л е л ь н о й  поверхности F, 
если она является геометрическим местом концов отрезков постоянной длины, 
отложенных на нормалях поверхности F. С о о т в е т с т в у ю щ и м и  точ­
ками поверхностей Ф и F называем концы отрезков, о которых шла речь 
в определении. Доказать, что:

1) касательные плоскости в соответствующих точках Ф и F парал­
лельны;

2) свойство параллельности взаимно (т. е. если Ф параллельна F, то и 
F параллельна Ф);

3) линиям кривизны на F соответствуют линии кривизны на Ф.
21. Вывести формулы для средней и гауссовой кривизн параллельной по­

верхности через среднюю и гауссову кривизны данной поверхности и расстоя­
ние между поверхностями.

22. Найти в квадратурах все поверхности вращения с постоянной гаус­
совой кривизной.

23. Определить величину

где Қ  — гауссова кривизна поверхности Ф, da — элемент площади Ф, в пред­
положении, что

1) Ф — эллипсоид,
2) Ф  — эллиптический параболоид,
3) Ф — тор.

О т в е т .  4я, 2я, 4зт.
У к а з а н и е .  Воспользуйтесь теоремой Гаусса, § 14.

К  = — а2, Я =  0.
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Г Л А В А  VI.  ВНУТРЕННЯЯ ГЕОМЕТРИЯ ПОВЕРХНОСТИ

§ 1. Изометричные поверхности. Изгибание поверхности

Две регулярные поверхности S  t и S 2 называются изометрич- 
н ы м и ,  если между их точками может быть установлено взаимно 
однозначное соответствие, при котором соответствующие между со­
бой кривые имеют одинаковые длины.

Предположим теперь, что обе поверхности S i и S 2 допускают 
регулярные параметризации г { {и, и) и г 2 {и, v), причем вектор- 
функции г,(ы, v) и г  2 (и, v) заданы в одной и той же области G пло­
скости и, v, и точки, соответствующие при изометрическом отоб­
ражении между S i и S 2, имеют одинаковые внутренние координа­
ты. Тогда в соответствующих между собой точках поверхностей 
S i n S 2 первые квадратичные формы совпадают. Другими словами, 
при всех (и , и) £ G имеют место равенства:

Действительно, пусть («0, у0) — произвольная точка области G. 
Рассмотрим три пути

/' ; f- «0> I" . (и =  и0,
£ * * 17» -- Т 7) •

здесь в >  0 — некоторое положительное число, подобранное так, 
чтобы все пути Г, / '"  лежали в области G. На всех трех пу­
тях точке («о, v0) отвечает значение параметра, равное нулю.

Обозначим через L[, L\, L[' и L'v  L", Z,"' кривые на
поверхностях S i и S 2, для которых пути Г, / '"  являются 
их внутренними регулярными параметризациями. Кривые 1 /  и 
L'2, L\ и L"r  L'[' и L"2' соответствуют друг другу при изометричес­

ком соответствии. Поэтому при любом достаточно малом е >  О 
имеем:

£ ,(« , и) =  Е2(и, v), 
Fi (и, v) =  Ға (ы, v), 
Gl (и, v) =  G, (и, v).

328



fc c 

j V £ ,( t  +  «o. Vo) dx = s ( L [) =  s(L' )  =  j V X  (t +  « 0, L’„) d t,
—e —s

6 8
jV G ^U o, T -fw 0)r f t= s (L ^ = s (L '')= :  j V ^ a  («0)т +  v0) dx,

— 6 “ S
E 8

J  V E l +  2Fl + G 1dx =  s (L [”) = s ( L '”) =  | К Қ Т 2 Қ + С г* .
—e —a
Отсюда

e *

^  j V f i (« 0  +  v0) dx =  ^  j  У  Ег («„ -j- x,v0) dx,
— 6 —8

s  j W ,
— в —8

8 S
I  j  ] / £ , +  2 ^  + 0 , Л =  1  J  ] / £ 2+ 2 F 2+  Ga* .

— £ —6
Устремляя в этих равенствах е к нулю и переходя к пределу, по­
лучаем:

Ei («о- ^о) =  Е2 («о. v0), Fl («0> vu) =  Ғг («0, t>0),
Gj (w0, у0) =  G2 (ua, о0).

Так как точка (м0, а0) была взята произвольно в области G, то 
всюду в G имеем:

£! (и, v) =  £ г («, у), Ғ, («, f) =  F2 (a, t>),
G j(« , у) =  G2(«, u).

Непосредственно из определения изометричных поверхностей 
вытекает, что если в одной и той же простой области G заданы две 
вектор-функции Г г{и, и) и г 2 (и, у), являющиеся регулярными па­
раметризациями поверхностей S t n S 2, и при всех (и, v )£ G  коэф­
фициенты первых квадратичных форм S ,  и S 2 совпадают:

E t (и, v) =  Е 2(и, и),
Fy {и, v )  =  F2(u, V),
G, (u, u )= = G 2(u, v),

то отображение S i H aS 2) переводящее точку X t в точку Х 2 с теми 
же внутренними координатами и, v, является изометрическим.

С понятием изометричных поверхностей тесно связан вопрос 
об изгибании поверхностей. Говорят, что регулярная поверхность
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S i получена и з г и б а н и е м  регулярной поверхности S 0, если существу­
ет семейство регулярных поверхностей S,, зависящих от параметра 
t £ 10,1] регулярно, и таких, что при всех t £ [0, 1] поверхности 
S t изометричны друг другу, и, наконец, при t =  0 S t совпадает с
5 0, а при t — 1 S t совпадает с S i.

Аналитически процесс изгибания удобно описывать так. Пусть 
G — некоторая простая область на плоскости и, v и пусть регу­
лярные вектор-функции г 0 (и, v) и r ,(u , v), заданные в G, являются 
параметризациями S 0 и S i. Тогда если существует вектор-функция 
г  (и, v, І), заданная при всех (и, v) £ G и t £ [0, 1] и k  раз непре­
рывно дифференцируемая по всем переменным и , v, t, такая, что:

1) При каждом фиксированном to £ [0, 1] вектор-функция

г  и (и> v) = r  (и, V, t0)

является параметризацией некоторой регулярной поверхности St„]
2) отображение поверхности S t t на S/,, переводящее точку 

X ^ S t i ,  в точку Х 2 £ S tz с теми ж е внутренними координатами, 
является изометрическим;

3) поверхность S*/<=o совпадает с S 0, a S</*=і совпадает с
51, т. е.

г  о (и, v) =  r  (и, V, 0), г ,  (u, v) =  r(u , v, 1), 

то поверхность S 0 переводится в S i изгибанием.

Рис. 163

В качестве примера можно привести изгибание прямоугольного 
листа бумаги в боковую поверхность прямого кругового цилиндра 
(см. рис. 163, при этом происходит отождествление точек отрез­
ков А В  и A iB i). Наглядно изгибание легко себе представить как 
процесс, при котором форма поверхности в пространстве меняется, 
но при этом не происходит ни растяжений, ни сжатий материала, 
из которого изготовлена поверхность. С помощью процесса изгиба­
ния легко строится большое количество разнообразных изометрич­
ных, но не равных между собой регулярных поверхностей.
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§ 2. Внутренняя геометрия поверхности

Рассмотрение изометричных поверхностей указывает на целе­
сообразность изучения свойств поверхности и фигур на ней, кото­
рые зависят только от длин кривых на поверхности. Отдел геомет­
рии, в котором изучаются эти свойства, называется внутренней 
геометрией поверхности. Как было выяснено в § 1 гл. VI, по­
нятие изометричных поверхностей удобно формулировать в терми­
нах первой квадратичной формы поверхности. Поэтому внутреннюю 
геометрию регулярных поверхностей можно также рассматривать 
как отдел геометрии, в котором изучаются свойства поверхностей 
и фигур на ней, определяемые первой квадратичной формой.

Из результатов §§ 6, 7 гл. V вытекает, что к внутренней гео­
метрии относятся длины кривых на поверхности, углы между кри­
выми, площади областей.

Ниже будут исследованы новые важные понятия, связанные g 
первой квадратичной формой поверхности. Тем самым будут ука­
заны новые объекты внутренней геометрии поверхности.

В заключение отметим, что в процессе изгибания поверхности 
ее внутренняя геометрия остается неизменной.

§ 3. Формула для гауссовой кривизны

Гауссом была получена замечательная формула, выражающая 
гауссову кривизну поверхности только через коэффициенты первой 
квадратичной формы и их производные. Таким образом, гауссова 
кривизна есть объект внутренней геометрии поверхности. 

Приступим к выводу формулы Гаусса.
В § 12 гл. V для гауссовой кривизны была получена формула

К -  LN ~  Ап 
EG — F2

Так как

£  =  (Гии> ")> М  =  (r uv> »). N  =  (fvv> tt),
a

„  \Гu< f y ]  _  l r u< f y ]

~  I[Ги, rv\\ V  EG - F *  ’

то для коэффициентов второй квадратичной формы справедливы 
следующие формулы:

(Гии. Г и, VI _ (** UV Г w Г у)



Отсюда 

К  =
1

(EG — Ғгү {(Га r z) ( r vv, Г,„ Г,) -  (ruv, r u, r vf ) .

Дальнейшее основано на следующей лемме. 
Л е м м а .  Справедливо тождество

( а b v Сі)(а2, Ьг, с^=
(#i, o j  (вц  &2) (fltj, с2)
(bj, й 2) (blt b2) (bit с2)
(<ч> ^ 2) (̂ 1> ^ 2) (̂ 1> ^2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /г1, /і2, /г3 — проекции вектора Л 
на оси х, у, г. Тогда

Поэтому

a} a f a f a \ *4 C2
(®1> fl)  — *! Ъ\ « > iflz> ^ 2> ^2) — 0 » fc22

ci c\ с» a* b Ci

(a lt (а„  fr.) (а „  с 2) 
(&!, «£)(&„ &2)(&1( <?2) 
(̂ 1> с і2) ( с i ,  b j  ( с  j , c2)

Лемма доказана.
Используя лемму, получаем следующее выражение для гаус­

совой кривизны:

К
1

(£0 -  £2)2
i^uu> f vv) (ГШ1, Ри) (f ии, Гг,)
(г„, r j  £  F
(r..„ r , J  F G

r l v (Уuv’ r u) (ruv, r v)
(r„, r j E F =
(rv, r j F G J

1 ( (>*««> * \ J  —  Г 2 0 (Г ив, Г „) ( г нн, r j--------- ) -  ч £  f
Ғ G

(Л,- Гот) 
(>•„ Гот)

0 ( f  uv’ r a) (t“uv, t*v) 1
(ru, r uv) E  F
(rv, r uv) F G j

Дифференцируя соотношения

Гй =  £ , (гв, г г,) =  F, f%
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по и и и, будем иметь:

(Г,ш’ г и) =  |  Е и,

(f“uv’ Г и) ~  TjT Е о>

(ГVV' f  V)

(̂ *uti> ^») =  7j" Gu«

(1)

Далее

('•««. r„) =  ('•«- r*)« — \  (rl)v =  Fu — ~  Ev

(rvv, r u) =  Fv — Gu. (2)

Наконец,

Отсюда
( г  UU> ^ v v )  Г  u v  и і і '  ^  v ) v  u v ' ^ v ) u ’

(r,m, r vv) — r l  a =  — - G uu +  Fu (3)
Пользуясь соотношениями (1), (2), (3), получим искомую фор­

мулу для гауссовой кривизны:

К
1

(EG — F2)2

- \ guu +  f uv-  1  Е „  ^ Eu Fu— ~

F . ~ \ G ,

— G„

Е

F

Ғ

G

0 - Е в - G

-  Ev
2 0 2
Е F

2
F G

Отметим ряд важных следствий, вытекающих из формулы 
Гаусса.

1. Изометричные поверхности в соответствующих по изометрии 
точках имеют одинаковые гауссовы кривизны. В частности, при 
изгибании гауссова кривизна не меняется. Как было установлено, 
гауссова кривизна полностью определяет тип точки на поверхно-
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сти. Поэтому изгибанием нельзя, например, эллиптическую точку 
перевести в параболическую или гиперболическую.

2. Хотя при изгибании поверхности ее пространственная форма 
может измениться, что повлечет за собой изменение сферических 
изображений фигур на поверхности, площадь сферических изоб­
ражений фигур при изгибании меняться не будет.

Это вытекает из того, что для площади сферического изобра­
жения справедлива формула (см. § 14 гл. V):

оa(U) =  f [ |Л'І У  EG — F'1 dudv.
'й

3. Первая и вторая квадратичные формы не независимы. Именно 
дискриминант LN  — М 2 второй квадратичной формы выражается 
через коэффициенты первой квадратичной формы и их производные.

4. Если первая квадратичная- форма поверхности имеет вид
I =  du2 -f- Gdv2, (*)

то, пользуясь формулой Гаусса, в этом частном случае для гаус­
совой кривизны будем иметь формулу

К - --------v H m ,

В дальнейшем параметризация поверхности, в которой первая 
квадратичная форма имеет вид (*), существенно используется при 
исследовании внутренних свойств поверхности.

§ 4. Д еривац и он н ы е  ф о р м у лы

Пусть 5  — регулярная поверхность и г  (и, v)— ее регулярная 
параметризация. В каждой точке поверхности S  определена пра­
вая тройка векторов:

Ги, Гг„ п.
Поэтому любой вектор в пространстве может быть однозначно р аз­
ложен по векторам г  и, г,„ п .

Рассмотрим разложение векторов r uu,r uv,r vv по r u, r v, я:

г  ии —  Л г  и +  B i r  v  +  Q  Я,
r  UV  — \ r  U +  Вгr  V  +  (*)
r vv=  A3r u - \-B 3r v -\-C 3n.

Прежде всего найдем коэффициенты С4, С 2, С... Умножая обе 
части Каждого из равенств (*) скалярно на п  , получим:

(ruu, я) = Сv 
(ruv, я) =  С2,
(;rvv, Я) =  С3.
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( r ttU, Ги) =  A i r*u +  Bi (rv r„), 
(r uu, r v) =  Ay ( r u, +

Далее, так как
E  =  r l ,  F  =  ( r u, r v), G =  r \,  

то, пользуясь формулами (1) и (2) § 3, получим:

(Гию r v) — Fu i  E v.

Итак, для нахождения и S j имеем систему

A lE  +  B lF = ± E u,

A*F +  5 , 0 =  Ғ н- { қ ,

Аналогичным приемом находятся коэффициенты Л 2, В 2, А 3, 
В л. Важно отметить, что все величины А и А г, А 3, В и В 2, В3 зави­
сят только от коэффициентов первой квадратичной формы и их пер­
вых производных. Эти величины играют важную роль в теории по­
верхностей. Они называются коэффициентами Кристофеля и обо­
значаются так:

Как уже отмечалось, коэффициенты Кристофеля Г*- зависят толь­
к о  от  к о эф ф и ц и е н т о в  п е р в о й  к в а д р а т и ч н о й  ф о р м ы  и  п о т о м у  я в л я ю т ­
ся  объектами внутренней геометрии поверхности.

Итак, формулы для вторых производных радиус-вектора г  (и, v) 
теперь можно записать так:

Формулы и называются деривационными формулами.

О
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Если первая квадратичная форма имеет вид 

I =  du2 +  G d v \
то

Г 1 — О Г1 =  О Г1 =  — — G1 11 — 1 12 и > 1 22 2 “ ’

Г2 _  Л Г2 — 9 л  Г2 _
11 “  U’ 12 2G ’ 22 ~  2G ‘

§ 5. Геодезическая кривизна кривой на поверхности

Пусть 5  — регулярная поверхность и L — регулярная кривая 
на S. В произвольной точке X  кривой L проведем касательную плос­
кость Р  к поверхности S и спроектируем на Р вектор кривизны 
у.т  к L в точке X  (здесь к — кривизна L в точке X ,  а т  — глав­
ная нормаль к L  в точке X ). Д ли ну  проекции вектора кривизны назо­
вем г е о д е з и ч е с к о й  к р и в и з н о й  х Гкривой L в точке X  (см. рис. 164).

Как мы докажем ниже, гео­
дезическая кривизна есть объект 
внутренней геометрии поверхности. 
Геодезическая кривизна есть ана­
лог кривизны плоской кривой для 
общего случая регулярной поверх­
ности.

Найдем формулу для вычисле­
ния геодезической кривизны.

Д ля этого найдем длину про­
екции вектора у.т  на касатель­
ную плоскость Р. Так как

где s — естественный параметр на кривой L, то нам нужно найти
d2r  - осоставляющую вектора — , лежащую в касательной плоскости к о 

в точке X .
Кривая L  в пространстве задается вектор-функцией 

г  =  г  (и (s), y(s)).
Отсюда

Рис. 164
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Пользуясь деривационными формулами, получаем:
d?r du\ 2
&  -  (Г| , г , +  1 > ,  +  Ln) Q  + 2 ( Г | Л + г ; Л +

+ S  S + “ V . + + » • >  ( г і/ + ' .  2 + r” 2 '

Введем обозначения:

Г‘ du\2

ds/' ■ + 2 r « s f  + г - I ;

в “ гЦ Э '  +  2< ! + г*

dv\z,
ds)
du
ds

Тогда для g  — проекции вектора xm  на плоскость Р  будем иметь 
формулу:

d'2u
ds1

d2u

Вектор

t  =  ^  =  r
ds

ds2

du I dv
- 7 ,  +  r -u ,

есть единичный вектор, лежащий на касательной к L  в точке X ,  по­
этому он перпендикулярен вектору g  и, следовательно,

K r H t f lH f i lM s in p ,  £)=|[/,£]| =

- t - O ] ------ I-------h
[ds2

=![/*„, r v ]
'd s2 у ds Ids2 1 ds

Отсюда

хг V  EG — F2 cPv 
ds2

du
ds \ds l )  ds

=  V  EG — P 5 = - £ = ) + n . ( S ,+ ( * i b - r w ( S ^ +
d2y d«
ds2 ds ds2 ds/

+  (Рв - 2 г у  * ( 0

\d s /  ds

Г1
1 22

dtA3
ds)

Из написанной формулы для геодезической кривизны вытекает 
следующая важная теорема.

Т е о р е м а .  Геодезическая кривизна есть объект внутренней 
геометрии поверхности.

Из этой теоремы, в частности, вытекает, что при изгибании по­
верхности геодезическая кривизна любой кривой на ней не меня­
ется.

Если кривая L имеет параметризацию
(и =  и,
\v =  f(u ),
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то для геодезической кривизны имеем формулу:

* г = - . / - ......... g-G - Я  | Г + Г 2 + ( 2 Г | 2 _ Г  },)./' +
у  (£  +  2 F / '- f  G /'2)3

+  ( г 22 - 2 г ; 2) г 1 - г у ' 3 |.

Эта формула получается из выражения для у,,., если учесть, что

ds =  V Edu.2 - f  2Fdudv +  Gdv2 =  K e  +  2Ff' - f  G f 'd u ,
d2v du d?u du

c, . . dy dy du r„ . . ds2 ds ds2 ds/" (u )  = ------- — —------ .
d« ds ds du . 3

(=)
Если первая квадратичная форма имеет вид

I =  du2 -f- Gcfo2, 
то, как показано в § 4 гл. VI,

Г1 = 0  Г 1 = 0  Г 1 = ___-G1 Л v, 1 12 и, ж 22 иц,

_П Г2 ___  5“ Г2 ____О®.
I* -  ’ 2G ’ 22 2G ’

и потому

Кг = У о
(и'3 +  Gy'a)3/’

(y 'V  — u"v') +  ^ G u v '3 +

-j- ~  u'v'  ̂ — u'2v'
1 2G 1 G

Если L — кривая на евклидовой плоскости с  декартовыми ко­
ординатами и, V, то

I =  du2 +  dv2-, < 3 = 1 , Ga =  GV e  0,
и формула для геодезической кривизны кривой принимает вид:

_  |у"и' — ц" у'|
г ( и '2 и'2 )̂ *

т. е. на плоскости геодезическая кривизна кривой совпадает с обыч­
ной кривизной.

§ 6. Геодезические линии

Г е о д е з и ч е с к о й  л и н и е й  на поверхности называется кривая, 
у  которой в каждой точке геодезическая кривизна равна нулю.

Геодезические линии являются, очевидно, объектом внутрен­
ней геометрии поверхности. Так как на евклидовой плоскости гео­
дезическими являются прямые, то на геодезические линии произ­
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вольной поверхности можно смотреть как на естественные анало­
ги прямых.

Отметим ряд свойств геодезических.
1. Если две поверхности касаются друг друга вдоль некоторой 

кривой L, которая является геодезической на одной из них, то 
она будет геодезической и на другой. Действительно, в рассматри­
ваемой ситуации геодезическая кривизна кривой L  будет одна и 
та же независимо от того, на какой поверхности лежит кривая L.

2. Д ля того чтобы кривая L, лежащая на поверхности S , была 
геодезической, необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке L, 
где у. ф  0, главная нормаль к L была коллинеарна нормали поверх­
ности.

Действительно, если т  — главная нормаль к кривой L, п  — 
нормаль к поверхности S и g  — проекция х /я  на касательную 
плоскость, то

Так как для геодезической хг =  0, то из соотношения^*) вытека­
ет непосредственно сформулированное выше утверждение.
S' Т е о р е м а .  Через каждую точку регулярной поверхности в 
любом направлении можно провести и притом единственную гео­
дезическую.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  г  (и, v) — регулярная 
параметризация поверхности. Возьмем на поверхности произволь­
ную точку X  («0, v0) и произвольное направление (u'0:v'0) в этой 
точке. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений:

в достаточно малой окрестности точки X  (и0, и0). Согласно теореме
о существовании решения эта система имеет решение

и — и  (s), V =  V (s), 

удовлетворяющее начальным условиям

g\ — х и xm  =  g  -f- in . (*)

Кривая, определенная внутренними уравнениями 
и  =  и (s), V =  v(s), 

будет геодезической, так как

|[— v'{u" +  А) +  и ' (v" +  В)]| =  0.
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Очевидно, что эта геодезическая проходит через точку X  (и0, v0) 
и имеет в этой точке направление (и'0: и^).

Докажем, что через точку X  (и0, t>0) в указанном направлении 
проходит единственная геодезическая.

Пусть через точку (н0, v0) на поверхности проходят две геоде­
зические L \ и L2, имеющие в точке (и0, v0) одинаковое направление 
(и'0 : v'0). Допустим, что и'0 ф  0, тогда в малой окрестности точки 
(м0, v0) эти кривые могут быть заданы уравнениями:

L 1: и =  и, v =  (и);
Ь2: и =  и, v =  у2 (и).

(Этот факт есть простое следствие теоремы анализа об обращении 
функции и  =  и (s) в окрестности точки, где и ф  0.)

Так как Һ  и L2 — геодезические, то функции vt (и) и v 2 {и) 
есть решения одного и того же дифференциального уравнения:

—  A v[  +  В =  0,
—  Av '2 +  B =  0

при одних и тех же начальных данных:
/

(«о) =  Уо. (и0) =  ,
«о/

Щ («о) =  v0, V2 («о) =  .

Отсюда следует, что
и2(и),

т. е. геодезические Һ  н L 2 совпа­
дают.

Теорема доказана.
Выясним, что представляют собой 

геодезические линии на прямом 
круговом цилиндре и сфере.

Пусть Z — прямой круговой ци­
линдр. Не нарушая общности, можно 
считать, что направляющей цилинд­
ра является окружность 

*• +  уг =  Д2,
а образующие параллельны оси г.

Регулярную параметризацию Z  
можно задать формулами:

их — R  cos

у =  R  sin 

г =  v,

R
и

~R ’
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где
и =  ф # (0 <  <р <  2л);

геометрический смысл параметров и, ф изображен на рис. 165. 
Тогда первая квадратичная форма Z  имеет вид:

I =  du2 +  d v2,
и уравнение геодезических

v "u ' — u " v '  =  0.

Решениями этого уравнения на плоскости и, v являются пря­
мые

iu =  a t- \-b ,
[у — ct —j— d,

которые определяют на Z  геодезические:
/„  n a t+ b  х  =  R  cos — ■—

R •
п • at -j- bу  — R  s in — 1—  ,

R
z — ct -j- d,

являющиеся в пространстве винтовыми линиями.
Через каждую точку цилиндра Z  в любом направлении можно 

провести винтовую линию, лежащую на Z. Поэтому в силу теоре­
мы о единственности геодезической, проходящей через данную точ­
ку в данном направлении, на цилиндре Z  винтовыми линиями ис­
черпываются все геодезические.

На сфере геодезическими являются большие круги, так как 
главная нормаль к большому кругу идет по радиусу сферы и, сле­
довательно, коллинеарна нормали к сфере. Через каждую точку 
сферы можно провести большой круг в любом направлении. По­
этому семейством больших кругов на сфере исчерпывается мно­
жество геодезических линий этой поверхности.

§ 7. Полугеодезическая система координат на поверхности. 
Экстремальное свойство геодезической

Система внутренних координат и, v на регулярной поверхно­
сти S  называется полу геодезической, если в ней первая квадра­
тичная форма имеет вид:

I =  du2 +  Gdv2.
Так как F — 0, то сеть координатных линий в полугеодезическон 
системе координат ортогональна.

Рассмотрим на поверхности линии, вдоль которых v =  const. 
Тогда на этих линиях d v  =  0, и мы имеем:
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I/ = const

Рис. 166

ds1 — du2.

Отсюда ds =  -Ldu  на любой 
линии v =  const, и, следо­
вательно, и есть с точностью 
до знака длина дуги коорди­
натной линии, один конец 
которой находится на коор­
динатной линии и =  0 (см. 
рис. 166).

Нетрудно видеть, что 
длины всех дуг координат­
ных линий v =  const,концы 

которых лежат на координатных линиях и =  ы4 и и =  и 2, 
равны между собой.

Докажем, что координатные линии v =  const являются геоде­
зическими. Линии v =  const имеют уравнения

v =  f  (и) =  const,
поэтому

П и)  =  /" (« ) =  0.
Используя формулу для геодезической кривизны (см. § 5), полу­
чаем:

X = 1 ^ 1  Г2 I*г -  £3/, |  1 111•

Но из формулы для Г^, данной в § 4, имеем:

Г2 =  01 и V.

Отсюда следует, что вдоль линий v =  const члг =  0, т. е. эти 
линии суть геодезические.

Итак, координатные линии полугеодезической системы устро­
ены так: семейство линий v— const — геодезические, а семейство 
линий и =  const — ортогональные траектории к ним.

Из изложенного выше ясен способ построения полу геодезичес­
ких координат на поверхности. В окрестности W  точки X  некоторая 
линия L, проходящая 
через X , берется за 
линию и =  0. В ка­
честве линий v =
=  const берутся от­
резки геодезических, 
перпендикулярных к 
L. Тогда через точку
Y  окрестности W про­
ходит только одна гео- Рис. 167
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дезическая L u  которая пересекает под прямым углом линию !  
в единственной точке Y х. Длины кривых Y Y х и X Y и взятые с со­
ответствующими знаками (см. рис. 167), берутся за координаты и 
и v точки Y . Так как для точек линии L  координата v есть естест­
венный параметр, то из соотношения

Можно Доказать, что указанный способ построения полугеодези- 
ческой системы координат всегда осуществим в достаточно малой 
окрестности любой точки регулярной поверхности. На доказатель­
стве этого предложения мы останавливаться не будем.

Отметим в заключение, что если в качестве линии L  взять гео­
дезическую, то из формулы

Т е о р е м а .  Д уга геодезической ү между точками А и В бу­
дет кривой наименьшей длины среди всех кривых на поверхности с 
концами в этих же точках, если точки А и В  достаточно близки  
(т. е. длина дуги геодезической А В достаточно мала).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Берем точку А за начало полугеоде- 
зической системы координат. В качестве линии v =  О берем геоде­
зическую, проходящую через точку В. Точки Л и В имеют соот­
ветственно координаты (0, 0) и (и0, 0), где и0 — длина отрезка гео­
дезической между точками Л и В, Не нарушая общности, доста­
точно рассмотреть длины кривых, лежащих на S ,  с концами в точ­
ках А и В, имеющих параметрические представления

Если L  — такая кривая и она отлична от дуги I геодезической у 
с концами А  и В, то найдется отрезок [а, Й С [0, w0], на котором

ds2 =  G (0, v)dv2
вытекает, что

G (0, v) =  1.

х t tV )  +  Y  Guv '3 +

4 -  — u 'v '2 -f  ^  u ,2 v' =  0 
1 2G 1 G

вытекает

я I C„ | =  0.

Поэтому
G J0 , v) =  0.

Г (и) *  о.
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Поэтому
«о _________■ __________ “о

S(L) =  j  У  1 +  G (и, f  (и) )  / ' 2 (и) d u >  j  du = и 0 =  s(I).
О о

Теорема доказана.

§ 8. Формула Гаусса —  Бонне

В теории кривых было показано, что для плоских кривых це­
лесообразно ввести понятие кривизны со знаком. Так как геодези­
ческая кривизна кривой на поверхности есть естественный аналог 
кривизны кривой на плоскости, то полезно ввести понятие геоде­
зической кривизны кривой со знаком. Именно пусть L — регуляр­
ная кривая на поверхности S, тогда ее геодезическая кривизна со
знаком хг определяется формулой:

/d2v du=  V e g  —  f 2

+  (2Г:

ds1 ds

(и =  и (s), v =  v (s) — параметризация кривой L).
Во многих вопросах дифференциальной геометрии важную роль 

играет формула Гаусса—Бонне\  связывающая между собой интеграл 
от гауссовой кривизны по площади области с интегралом от геоде­
зической кривизны со знаком вдоль ее границы по длине дуги пос­
ледней .

Итак, пусть дана регулярная поверхность S. Н а S рассмотрим 
гомеоморфную кругу область G, граница которой L  состоит из ко­
нечного числа регулярных кривых Lh последовательно примы­
кающих друг к другу. Про такие кривые L  будем говорить, что они 
кусочно-регулярны-, регулярные кривые, входящие в состав L, будем

называть ее звеньями. Обозна­
чим через o t i ,a 2, . . . ,а „ у г л ы , 
образуемые звеньями L b L 2, 
..., Ln кривой L  со стороны 
области G (см. рис. 168). Н а 
кривой L  введем направление 
так, чтобы оно относительно 
нормали п  в точках области 
G определяло правый винт 
(см. рис. 168).

Имеет место следующая 
теорема.

2 £)+гН£)1+
9 Г 1 . du ( dv \ 2 г і ( dv \3]

i2> - i - j  22U / J

1 О. Б о н н е  ^  известный французский геометр XIX века.
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где К  — гауссова кривизна поверхности, а интегрирование справа 
седется по площади области G.

В частности, если L  — регулярная кривая, то все а.1 — я и (*) 
принимает вид

Формула (*) и называется ф о р м у л о й  Г а у с с  а—Б о н н е .  
Доказательство теоремы мы приводить не будем.

Отметим ряд важных следствий из формулы Гаусса—Бонне.
1. Если все звенья L, кривой L  являются геодезическими, то 

область G называется геодезическим многоугольником. В этом случае 
формула Гаусса—Бонне принимает вид

является внешним углом геодезического многоугольника G и по­
тому формулу Гаусса—Бонне можно рассматривать как формулу для 
нахождения с у м м ы  в н е ш н и х  у г л о в  г е о д е з и ч е с к о г о  
м н о г о у г о л ь н и к а :

В случае плоскости эта формула хорошо известна из курса элемен­
тарной геометрии:

(напомним, что на плоскости гауссова кривизна Қ  =  0).
2. Геодезический многоугольник, граница которого состоит из 

трех геодезических, называется геодезическим треугольником. Д ля 
геодезического треугольника Т  с углами а , р, ү формула Гаусса—• 
Бонне может быть записана так:

L а

П

Угол
— л сс̂

п

п

2  Рг =  2я

т
Величину

v(7’) =  a  +  P 4 - v — я



называют обычно избытком геодезического треугольника Т, а ве­
личину

интегральной кривизной треугольника Т.
Избыток треугольника характеризует отличие суммы углов тре­

угольника Т  от суммы углов треугольника на евклидовой плос­
кости. Формула Гаусса—Бонне показывает, что мерой этого отклоне­
ния является интегральная кривизна треугольника Т . Поэтому 
можно сказать, что интегральная кривизна характеризует меру 
отклонения внутренней геометрии поверхности от внутренней 
геометрии евклидовой плоскости.

3. Рассмотрим поверхности, у которых гауссова кривизна пос­
тоянна

Д ля геодезического треугольника на такой поверхности формулу 
Гаусса—Бонне можно записать в виде

Отсюда ясно, что избыток треугольника Т  пропорционален пло­
щади этого треугольника, если К0 ф  0. Далее, если К0 >  0 , 

то сумма углов любого геодезического треугольника больше я; 
если же К0 <. 0, то сумма углов любого геодезического треуголь­
ника меньше я, и, наконец, если К0 =  0, то сумма углов любого 
треугольника равна я.

§ 9. Поверхности постоянной гауссовой кривизны

Пусть S — регулярная поверхность постоянной гауссовой кри­
визны К  и Х 0 — произвольная точка этой поверхности. На поверх­
ности S в некоторой окрестности точки Х 0 введем полугеодезичес- 
кую систему координат (см. § 7 гл. VI) с началом в точке Х 0, в 
качестве линии и =  0 выберем какую-нибудь геодезическую, про­
ходящую через точку Х 0.

Первая квадратичная форма поверхности в указанной системе 
координат имеет вид:

Д ля гауссовой кривизны (см. § 3  гл. VI) справедлива формула

т

К =  К0 =  const.

а  +  Р +  ү — п =  Ко а(Т).

I =  du2 +  Gdv2,
причем

С(0, о) =  1, Gu (0, v) =  0.

т г ^ ° )
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Отсюда имеем, что коэффициент G удовлетворяет уравнению

{ V g )uu+ k V g  =  о
и начальным условиям

V G  (0, v) =  1, ( V G W v ) ) u =  0.
Рассмотрим 3 случая:
1. К > 0 .
2. Қ <  0.
3. /( = 0.

В первом случае интегрируя уравнение

[ V G ) ua +  K ^ G  = 0 ,
имеем формулу для общего вида 1 G:

] /G  =  A (v) cos (К/С и) - f  В (v) sin( V~K «)•
Так как G (0, и) =  1 и Gu (0, v) =  0, то

A (v) =  1 и В (и) =  0.

Таким образом, в случае К  >  0 первая квадратичная форма в полу- 
геодезической параметризации имеет вид:

I =  du2 -f- cos2( \' Қ  и) dva.
Аналогичными вычислениями во втором и третьем случае най­

дем соответственно

I =  du2 -f- ch2 [ V  — К и) dv2
и

I =  du1 -j- dv2.

Т е о р е м а .  Пусть S t и S 2 — поверхности постоянной гаус­
совой кривизны К , X t  и Х 2 — произвольные точки на этих поверх­
ностях, Ц и / 2 — произвольные направления в этих точках. Тогда 
существует изометрическое отображение некоторой окрестности 
точки X i  поверхности S i  на надлежаще выбранную окрестность 
точки Х 2 на поверхности S 2, при котором направлению  / 4 в точке 
X i  соответствует направление 12 на поверхности S 2 в точке Х 2.

Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает из пост­
роения в окрестностях точек Ху и Х 2 на поверхностях S i и S 2 по- 
лугеодезических систем координат, у которых геодезические, взя­
тые за линии и =  0, имеют в точках Ху и Х 2 направления соот­
ветственно li и 12. Действительно, при этом первые квадратичные 
формы поверхностей будут одинаковыми, и требуемое изометричес­
кое отображение получается при сопоставлении точек с одинако­
выми координатами.
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§ 10. Простейшие поверхности постоянной гауссовой кривизны

Простейшей поверхностью постоянной положительной гауссо­
вой кривизны К  >  0 является сфера радиуса

Действительно, нормальными сечениями сферы являются ее 
большие круги. Поэтому в каждой точке сферы ее главные нормаль­
ные кривизны равны между собой и равны — > j-де R  — радиус сфе­

ры. Отсюда

Простейшей поверхностью нулевой гауссовой кривизны, оче­
видно, является плоскость.

Рассмотрим поверхность постоянной отрицательной кривизны. 
Простейшей из них является псевдосфера, к построению которой мы 
сейчас и переходим.

триса имеет точку возврата, удаленную на расстояние а от оси 
х. Из точки возврата выходят две ветви, симметричные друг другу, 
каждая из которых неограниченно приближается к оси х, т. е. 
ось х  есть асимптота трактрисы. Все точки трактрисы, кроме точки 
возврата, неособые, т. е. трактрису можно задать уравнением

У =  У (*),
где функция у  (л:) непрерывна на всем промежутке (— оо, +  оо)

или

V к

На плоскости хОу 
рассмотрим кривую, 
у которой отрезок ка­
сательной от точки 
прикосновения до 
точки пересечения 
с осью х  равен пос­
тоянной величине а. 
Эту кривую называют 
трактрисой. Ее об-

Рис. 169

О л  щ ий вид изображен на 
рис. 169. Опуская по­
дробные выкладки, 
отметим некоторые 
свойства этой кривой. 
Прежде всего, трак-
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и дважды непрерывно дифференцируема всюду, кроме точки х  =  О 
(заметим, что абсцисса точки возврата равна нулю). Во всех своих 
неособых точках трактриса—выпуклая кривая, обращенная выпук­
лостью в сторону оси х.

Поверхность, образованная вращением трактрисы вокруг оси х, 
называется псевдосферой (см. рис. 170). Псевдосфера состоит из

двух симметричных частей, представляющих собой регулярные по­
верхности, которые соединены вдоль особой линии — ребра возвра­
та. Каждая из этих частей при удалении в бесконечность стягивает­
ся к оси х,

В дальнейшем, рассматривая псевдосферу, мы будем иметь в 
виду одну из ее регулярных частей.

Докажем, что псевдосфера имеет во всех точках постоянную от­
рицательную гауссову кривизну

Так как псевдосфера есть поверхность вращения, то достаточ­
но установить, что гауссова кривизна псевдосферы в точках, ле-

1
жащих на одном меридиане, равна — —. В качестве такого меридиа­
на возьмем меридиан псевдосферы, расположенный в первой чет­
верти плоскости хОу, и пусть у =  у (х) —  его уравнение. При 
каждом х  >  0 будем иметь а >  у  >  0; кроме того, так как при 
возрастании х  точка трактрисы приближается монотонно к оси х, 
то у ' <  0, а так как выпуклость трактрисы обращена к оси х , то 
у "  >  0.

Пусть теперь М  (см. рис. 171) — произвольная точка меридиана 
У — У (*)• Так как главные направления поверхности вращения 
суть направления ее меридиана и параллели, то главные нормаль­
ные кривизны псевдосферы в точке М  теперь уже легко найти 
непосредственно.
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Нормаль псевдосферы на­
правлена в сторону вогнутос­
ти кривой у =  у (х), поэтому 
главная кривизна k u  соответ­
ствующая направлению мери­
диана, положительна и равна 
кривизне этого меридиана, т.е. 

.//

ki = (l+ y'*)V

Кривизна широты равна —;

следовательно, главная нормальная кривизна &2> соответствую­
щая второму главному направлению, может быть определена по 
формуле Менье:

. _  COS ф

где ф — угол между нормалью п  и отрезком у. Так как этот 
угол равен углу наклона касательной к оси х, то

tg ф— у '
и

1

Поэтому

COS Ф =  —

k2 —

У і +  у'2

у і Л  +  у' 2 •

Отсюда гауссова кривизна в точках меридиана у =  у (х) такова:

К = ------- у = = =
y V i  +  у'2-

Пусть (X , 0) — координаты точки пересечения касательной к 
трактрисе в точке М (х, у) с осью х. Из уравнения касательной

Y  — У — У' {X  — х),
при Y  =  0, находим:

Х  —  х = -----у- .

По определению трактрисы
X  — х  =

и потому
a cos ф,

a cos ф.
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Заменяя здесь cos ср выражением

cos ф = ----- т-  1 ,
У і +  у'*

получаем дифференциальное уравнение трактрисы:

l i S Z . - a
Г

Отсюда
у '2 (а2 — у2) =  у2, 

у" (а2 — у2) = у  (1 -)- у '2 ).

Из последних соотношений находим

К  =  —  . У *  , 
у20 +  у'2)

и, стало быть,

Таким образом, псевдосфера имеет во всех своих точках одина­
ковую гауссову кривизну

Число а называется параметром трактрисы, вращением которой 
образована данная псевдосфера. Придавая а  различные значения 
из интервала (0, +  оо ), получим семейство псевдосфер, в котором 
содержится поверхность, имеющая любую данную отрицательную 
постоянную гауссову кривизну.

Из теоремы о свойствах поверхностей постоянной гауссовой 
кривизны, которая была установлена в § 9 гл. VI, вытекает, что 
у  любой точки регулярной поверхности постоянной гауссовой кри­
визны К  существует окрестность U, которая изометрична некоторой 
области на сфере радиуса R  =  есЛи ^ > 0 ,  или некоторой об­

ласти на псевдосфере с параметром а =  .— ~ , если Қ  <  0, или
V К

наконец, некоторой области на плоскости, если К  =  0.
Общее представление о разнообразии поверхностей постоянной 

гауссовой кривизны можно составить себе из следующего построе­
ния: берем простую область на сфере, псевдосфере или плоскости 
и подвергаем ее изгибанию. В результате получаются поверхности, 
имеющие соответственно постоянную положительную, отрицатель­
ную или нулевую гауссову кривизну.
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Пусть D  — простая область на плоскости с декартовыми коор­
динатами и, v (в частном случае D может быть и всей плоскостью
и, v). Рассмотрим в О тр и  дважды непрерывно дифференцируемые 
функцни

Е  (и, v), F (и, v), G (и, v), 
которые порождают в D  положительно определенную квадратичную 
форму

ds2 =  Е  (и , v) du2 +  2F (и, v) du d v  +  G (u, v) d v2.

М ы  будем говорить, что квадратичная форма 
ds2 =  Edu2 +  2 Fdudv +  Gdv2

в области D порождает м ногообразие с дифф еренциальной
м ет ри к ой , если длина любого регулярного пути

I: и =  и (/), v =  v (0, а <  t  <  Ь 
определяется формулой

s(l) =  j  Y Ell'2 +  2Fu'v' +  Gv'2 dt.
а

Легко видеть, что в смысле внутренней геометрии любая регу­
лярная поверхность представляет собой многообразие с дифферен­
циальной метрикой.

В многообразии Ш  с дифференциальной метрикой по аналогии 
с внутренней геометрией поверхности можно ввести понятия угла 
между кривыми, площади области, гауссовой кривизны метрики, 
геодезической кривизны и, наконец, геодезических линий.

Укажем кратко, как вводятся эти понятия.
1. В каждой точке многообразия Ш  с координатами (и, v) нап­

равление характеризуется отношением (du : dv). Если через эту 
точку проходит регулярный путь /, то направление в рассматривае­
мой точке определяется отношением (u'(t) : v' (t)) =  (du : dv). З а ­
метим, что при определении направления всегда предполагается, что

du2 +  d v2 Ф  0.

Это условие, в частности, выполняется для любого регулярного пу­
ти и =  и ((), v — v (t). П оэтом у достаточно оп ред ели ть  угол  м еж ­
ду направлениями в многообразии, после чего угол между кривыми 
определяется очевидным образом (см. § 6  гл. V).

Углом между направлениями (du : dv) и (bu : bv) в точке с 
координатами (и, и) называется угол ср £ [0, я] , для которого

Edu би-\-  F (dubv 4- dvbu) 4- GduSv 
COS Ф =  ' ....—  .1.—  .

V  Edu2 +  2Fdudv +  Gdv2 V  £бна +  2F6u6v +  Gbv2

§ 1 1 .  Многообразия с дифференциальной метрикой
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2. Пусть U c r D — некоторая область. Площадью области U 
в многообразии Ш  будем называть число

«<£/> =  J jV "£G — Ғ 2 dudv.

3. Гауссовой кривизной, многообразия 
ражен ие

будем называть вы-

К =
1

(EG— F2)2

4
___ L г, _ l  ғ ___ -  ғ2 ии uv с, W — E  

2 “
P

“ 2

F v ~ ~ 2
E F

- G v 
2 v F G

О ёи  
2

^  £
2

£
2

Gu
2

Ғ

G

опреде-

Очевидно, что гауссова кривизна есть функция точки многоо5разия$2
4. В каждой точке многообразия Ш  определяем коэффициенты 

Кристофеля Г*;. по формулам, приведенным в § 4 гл. VI.
5. Если L  — регулярная кривая в многообразии 

ляемая параметризацией
и =  и (t), v =  v (t),

то геодезической кривизной х г называется величина
( d2v du d2u dv\ . p 2 /d u \3

"Z I и=  V  EG — F 2
ds* ds ds2 ds ds

+  ( 2Г?, -  Г |, ) ( £ ) * £ + (  1<в  -  2Г У  i “ ( £ ) ' -  ГІ, ( f  ) '

Геодезическими линиям и  многообразия $2 называются кривые, 
у которых в каждой точке геодезическая кривизна равна нулю.

Д ля геодезических в многообразии с дифференциальной метри­
кой справедливы выводы, сделанные в §§ 6, 7 о свойствах геодезичес­
ких. В частности, в достаточно малой окрестности каждой точки 
многообразия с дифференциальной метрикой можно ввести полугео- 
дезическую систему координат.

6. В многообразии с дифференциальной метрикой справедлива 
формула Гаусса—Бонне:

2  j  и г ds +  2  (я  — а <) =  2я  — J  J  К  d о,
i = 1 L / =  1



где я г — геодезическая кривизна кривой Lt со знаком.

7. Мы будем говорить, что многообразие Ш с дифференциальной 
метрикой ds2 р е г у л я р н о  влож ено в пространство, если 
существует регулярная поверхность S, имеющая параметризацию

г  =  г  {и, V) € С<*> (£>) (fe >  3),
для которой первая квадратичная форма совпадает с дифференциалы 
ной метрикой

ds2 =  Edu2 +  2Fdudv +  Gdv1 
многообразия Ш . Другими словами,

£  =  г «» ғ  =  (r «> r *>). G =  r l
при всех (и, v) £ D.

Если многообразие Ш вложено регулярно в пространство 
с помощью поверхности S , то между точками Ш  и 5  естественно 
устанавливается взаимно однозначное отображение, при котором 
длины соответствующих кривых оказываются равными. Таким 
образом, регулярное вложение многообразия с дифференциальной 
метрикой в пространство можно рассматривать как изометричес­
кое отображение многообразия в пространство.

Д алеко не всякое многообразие с дифференциальной метрикой 
может быть регулярным образом вложено в пространство. Если у 
каждой точки многообразия с дифференциальной метрикой есть 
окрестность, которая может быть регулярно вложена в пространство, 
то говорят, что это многообразие допускает локально регулярное 
вложение в пространство. Очевидно, что необходимым и достаточ­
ным условием такого вложения многообразия в пространство яв­
ляется существование у каждой точки многообразия окрестности, 
изометричной некоторой регулярной поверхности в пространстве.

Докажем, что многообразия с дифференциальной метрикой, 
имеющие в каждой точке одинаковую гауссову кривизну

К  =  const,
допускают локально регулярное вложение в пространство.

Действительно, повторяя построения § 9  гл. VI в достаточно 
малой окрестности произвольной точки многообразия с постоянной 
гауссовой кривизной К, получим, что первая квадратичная форма 
многообразия будет иметь вид:

ds2 =  du2 -(-cos2 (V~K и) dv2, если Қ  >  О, 
ds2 =  du2 -J- ch2 ( У  — К  и) dv2, если Қ  <  О, 
ds2 =  du2 -j- dv2, если Қ =  0.

Отсюда видно, что указанная окрестность изометрична некото­
рой области на сфере, если К  >  0, некоторой области на псевдос­
фере, если Қ  <  0, или, наконец, некоторой области на плоскости, 
если К  =  0.
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§ 12. О регулярном погружении в пространство плоскости 
Лобачевского

На плоскости Лобачев­
ского иолугеодезическая сис­
тема координат может быть 
введена сразу для всей плос­
кости. Действительно, пусть 
/ — произвольная прямая на 
плоскости Лобачевского. Рас­
смотрим пучок прямых, пер­
пендикулярных к I. Этот 
пучок состоит из расходящих­
ся прямых, покрывающих 
все точки плоскости Лоба­
чевского. Ортогональными 
траекториями для прямых этого пучка, как мы знаем, являются 
эквидистанты с базой I (см. рис. 172).

Рассмотренный пучок расходящихся прямых и совокупность 
ортогональных к нему эквидистант как раз и образуют полугеоде- 
зическую сеть.

Можно доказать (см. Н. В. Ефимов «Высшая геометрия», гл. V II), 
что в введенной полугеодезической сети плоскость Лобачевского 
есть многообразие с дифференциальной метрикой, задаваемой квад­
ратичной формой

ds2 =  du2 +  ch2 [ V ^ K o u )  dv2.
Отсюда гауссова кривизна на плоскости Лобачевского равна

/С == /С0 =  const <  О
и, стало быть, плоскость Лобачевского есть многообразие постоянной 
отрицательной гауссовой кривизны.

Из п. 7 § 11 гл. VI вытекает, что у каждой точки плоскости 
Лобачевского есть окрестность, изометричная некоторой области 
на псевдосфере. Таким образом, плоскость Лобачевского локально 
регулярно вкладывается в пространство.

Гильберт установил, что не существует регулярного вложения 
всей плоскости Лобачевского в пространство, т. е. не существует 
регулярной поверхности в евклидовом пространстве, изометричной 
плоскости Лобачевского.

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ Н ГЛАВЕ VI

1. Координатная сеть и, v на поверхности называется и з о т е р м и ч е с ­
к ой,  если первая квадратичная форма в ней имеет вид:

ds2 =  Ц и ,  к) (du2 4 - d v 2).
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Найти выражения для гауссовой кривизны и коэффициентов Кристофеля в изо­
термической сети.

О т в е т .  Для гауссовой кривизны справедлива формула
_  1 / а ч п  % аа in х \

2к \  ди.г dv%

2. Координатная сеть и, v на поверхности, в которой первая квадратичная 
форма имеет вид:

ds2 =  du2 -[- 2 cos ф (и, v) dudv +  dv2, 
называется ч е б ы ш е в с к о й .  Найти выражения для гауссовой кривизны и 
коэффициентов Кристофеля в чебышевской сети.

О т в е т .  Для гауссовой кривизны справедлива формула

к  =  _ L _  d2(p ,
sin ф dudv

3. Если геодезическая линия является одновременно линией кривизны, то 
она плоская кривая.

4. Доказать, что уравнение геодезических в полугеодезической системе коор­
динат и, v (ds2 =  du2 -j- Gdv2) может быть записано в виде:

dot =  _  dV~G  
dv du

где а  — угол, под которым геодезическая пересекает линии v =  const.
5. Описать строение геодезических на прямом круговом конусе.
6. Доказать, что в окрестности произвольной точки Р регулярной поверх­

ности может быть введена так называемая геодезическая полярная система 
координат

ds2=  du2 +  Gdv2,
обладающая следующими свойствами: а) линии и — геодезические, проходящие 
через точку Р, б) линии v — геодезические окружности с центром Р, в) v — 
угол, образуемый геодезической с некоторым фиксированным направлением в 
точке Р,

г) lim G =0; lim ( f G ) u =  I; lim { — (P),
и - 0  и - 0  и - 0 [  Y О J

где К (Р) —  гауссова кривизна в точке Р.
7. Пусть I (г) — длина геодезической окружности на поверхности F с цент­

ром в точке Р и радиусом г. Доказать, что
2я г — 1(г) л  ,, „

Д Ш0 ------ 7 ------= 3 * ^ ’
где К  (Р) — гауссова кривизна в точке Р.

8. Пусть k\ и &2 — соответственно геодезические кривизны координатных 
линий v =  const, и — const и ф — угол между этими линиями. Тогда для гаус­
совой кривизны справедлива формула

қ  =  1 / _  JL
V E G - F 3 ( б ы З а
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- Г Л  А В А V /  /. ЭЛЕМЕНТЫ ТОПОЛОГИИ ЗАМКНУТЫХ  
ПОВЕРХНОСТЕЙ

Понятие замкнутой поверхности было введено выше в § 1 гл. V. 
В настоящей главе исследуется топологическое строение таких 
поверхностей. Именно с пом ощ ью  величин, не изменяющихся при 
гомеоморфных отображениях поверхности (топологических инвари­
антов), дается классификация разных топологических типов поверх­
ностей.

Основную роль в этом исследовании играет эйлерова характерис­
тика поверхности — топологический инвариант, описывающий соот­
ношение между элементами разбиения поверхности с помощью 
сети кривых.

§ 1. Простейшие замкнутые поверхности

Рис. 173 Рис. 174 Рис. 175

1. Сферы с р  ручками. Пусть S 0—’Некоторая сфера и у — ма­
лая окружность на So. Обозначим через GT меньшую из открытых 
областей, на которые у  разбивает сферу S 0 (рис. 173). Пусть
Үь у 2......  ур — малые окружности на 5 0 и множества GT. +  yt
попарно не имеют общих внутренних точек. Поверхность 5 0 —
— G-, —  GT2 ... — G,p будем называть сферой с р отверстиями 
(рис. 174).
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Ручкой будем называть поверхность с кра­
ем, гомеоморфную боковой поверхности прямо­
го кругового цилиндра. Край ручки состоит из 
двух простых замкнутых кривых Yj и ү 2, каж­
дая из которых гомеоморфна окружности. На­
глядное представление о ручке дает рис. 175.

Рассмотрим теперь сферу S 0 с 2р  отверсти­
ями, где р  — любое натуральное число. Пусть 
ү1( ү2, ..., у2р — края отверстий сферы S 0. Возь­
мем ручку (Pj, край которой состоит из двух 
замкнутых простых кривых и / 2. Установим ' 

какие-нибудь гомеоморфизмы между парами кривых үі и Іи  ү 2 
и / 2. Поверхность, которая получается из 5 0 с отверстиями и Ф 4 
отождествлением соответствующих точек кривых ү 4 и Іи  ү 2 и / 2 так, 
что при этом сфера S 0 и ручка Ф 4 не имеют других общих точек, на­
зывают сферой S0c приклеенной ручкой Ф 4 (рис. 176).

Если к парам окружностей ү3 и ү4, ү5 и ү8, ..., ү 2р_, и ү2р 
подклеить соответственно ручки Ф 2,..., Фр , то мы получим по­
верхность, которую принято называть сферой с р ручками 
(рис. 177).

Если сферу с одной ручкой растянуть без разрывов и склеива­
ний, полагая, что поверхность является эластичной пленкой, то она 
превратится в тор (см. рис. 138, гл. V). На рис. 178 указаны схе­
матически некоторые моменты этой деформации. Поскольку рас­
тяжение поверхности без разрывов и склеиваний можно рассмат­
ривать как наглядное описание топологического преобразования 
поверхности, то сфера с одной ручкой гомеоморфна тору.

Аналогичными рассуждениями легко можно установить, 
что сфера с р ручками гомеоморфна «кренделю» с р дырами 
(см. рис. 179).
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Рис. 179

2. Лист Мёбиуса. Весьма замечательной поверхностью явля­
ется лист Мёбиуса. Он получается из прямоугольника ABCD  
склеиванием сторон А В  и CD так, что точка А склеивается с точ­
кой С, а точка В с точкой D  (рис. 180). Другими словами, одна 
сторона CD прямоугольной ленты ABCD  поворачивается на угол 
я и после этого склеивается со стороной А В . Общий вид листа 
Мёбиуса изображен на рис. 181.

Лист Мёбиуса обладает целым рядом интересных свойств:

О
Рис. 180

а) краем листа Мёбиуса является кривая, гомеоморфная окруж­
ности-,

б) если лист Мёбиуса разрезать по средней линии, то он не рас­
падается на две части.

Эти свойства листа Мёбиуса проще всего проверить непосред­
ственно, что мы и предоставляем сделать читателю в качестве упра­
жнения. О других свойствах листа Мёбиуса мы будем говорить ниже.

3. Простейшие замкнутые поверхности. Пусть нам дана сфера 
S 0, в которой мы вырезали k  отверстий, ограниченных малыми 
окружностями ү / ,  у 2',  . .., у / .  Так как лист Мёбиуса имеет своей 
границей гомеоморфный образ окружности, то каждое из отверстий 
в сфере S g можно заклеить с помощью листа Мёбиуса. Таким об­
разом, получаем замкнутые поверхности, построенные из сферы с 
любым количеством отверстий с помощью заклеивания последних 
листами Мёбиуса.

Принципиальная разница между сферой с отверстиями, заклеен­
ными листами Мёбиуса, и сферой с отверстиями, заклеенными 
ручками, будет выяснена ниже.

Рис. 181
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В дальнейшем п р о с т е й ш и м и  з а м к н у т ы м и  п о в е р х н о с ­
т я м и  будем называть поверхности, получаемые в результате за­
клеивания сферы с отверстиями или ручками, или листами Мёбиуса.

В заключение отметим, что сфера с одним отверстием, заклеен­
ным листом Мёбиуса, гомеоморфна проективной плоскости.

Приведем план доказательства этого 
утверждения. На проективной плоскости, 
которая получена из евклидовой с помо­
щью пополнения бесконечно удален­
ными точками, рассмотрим гиперболу. 
Тогда полоса между ветвями гиперболы, 
содержащая мнимую ось гиперболы, на 
проективной плоскости . представляет 
собой лист Мёбиуса (рис. 182). Н а этом 
рисунке бесконечно удаленная прямая 

и лежащие на ней точки А ^, В 
на евклидовой плоскости условно нари­
сованы в двух экземплярах; при пере­
ходе на проективную плоскость эти 
экземпляры отождествляются. Отсюда и 
вытекает наше утверждение. Далее мы 
можем с помощью проективного преоб­
разования плоскости перевести гипер­
болу в окружность, а указанную поло­
су между ветвями гиперболы во внешнюю 
область окружности. После этого утвер­
ждение о том, что проективная плос­

кость есть результат заклеивания в сфере отверстия листом Мёбиу­
са, очевиден, поскольку сфера с отверстием гомеоморфна замкну­
тому евклидовому кругу.

§ 2. Ориентируемые и неориентируемые замкнутые 
поверхности

Систему кривых ү ь ү 2........ Ү* на замкнутой поверхности S 0
будем называть сетью, если она удовлетворяет следующим требо­
ваниям:

1) все ү, гомеоморфны отрезку;
2) любые две кривые үг, yk могут иметь не более одной общей 

точки;
3) из обоих концов любой кривой үг исходит по крайней мере 

еще одна кривая из набора

Үі. Ү2>---, Yi-i. Y i + i . . . . . . .  ү * ;
4)  поверхность S  разбивается кривыми у ь  ү 2 , . . . ,  ү *  на об­

ласти Gu G2,.. .,  Gf  такие, что области G i.......  Gf  гомеоморфны

C60
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открытому кругу, попарно не имеют общих точек и граница каж ­
дой из Gm состоит из набора кривых, взятых из системы

Y i .  Y z . . . . .  ү * ;
5) S =  G4 -f- G2 -f- . . .  -f- Gf  -)- Yi -j- Y2 +  • • • 4" 4k'
6) каждая из кривых ү; является частью двух и только двух 

областей Gm и G,.
Каждая из кривых Y i , . . . ,  yk называется ребром сети; точки, 

в которых сходятся концы ребер, называются вершинами, а <#ра- 
ниченные ребрами части 
поверхности называют 
областями.

Примером сети на 
сфере является совокуп­
ность кривых, получа­
ющаяся в результате 
центрального проекти­
рования сети ребер зам­
кнутого выпуклого мно­
гогранника из центра 
сферы. В этом примере мы предполагаем, что центр сферы лежит 
внутри многогранника.

Пусть на замкнутой поверхности S дана сеть 2  > состоящая из 
ребер үі, ү 2, ..., Yft. Пусть Gu  G2,..., Gf  — области, на которые 
сеть 2  разбивает поверхность S. Тогда каждую из областей Gm 
можно рассматривать как криволинейный многоугольник, гомео- 
морфный кругу. Вершинами многоугольника Gm будут вершины 
сети. Н а многоугольнике Gm можно задать два противоположных 
обхода вершин (рис. 183): X it, Х І2, ... ,  X i f , X it или
X it,X lr , Х і , ..., X ia, X lt. Многоугольник Gm с заданным на 
нем обходом вершин назовем ориент ированным, а сам порядок 
обхода вершин ориентацией. Два многоугольника Gm и Gs, име­
ющих общую сторону ү;, назовем соседними. Будем говорить, что 
два соседних многоугольника Gm и G, (или две области Gm и Gs) 
ориентированы когерентно, если их общая сторона (рис. 183) 
проходится в ориентированных многоугольниках Gm и Gs в про­
тивоположных направлениях.

Замкнутая поверхность S называется ориентируемой, если 
существует разбиение S сетью 2  на области Gu G2) ...,  Gf такое, 
что в областях Gt, G2, Gf можно выбрать ориентации, которые 
будут когерентными для любой пары соседних областей.

Замкнутая поверхность S  называется неориент ируемой,если 
ни для какой сети 2  на ней ориентации областей Gu  G2, ..., Gf 
не могут быть выбраны так, чтобы для любой пары соседних областей 
ориентации были бы когерентными.

Отметим как вполне очевидный факт, что ориентируемость или 
неориентируемость поверхности сохраняется при всех ее гомеоморф-
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ных преобразованиях. Следовательно, свойство поверхности быть 
ориентируемой или нет топологически инвариантно.

Примерами ориентируемых поверхностей являются сферы с 
любым количеством ручек. Поверхность, получаемая заклеиванием 
в сфере нечетного количества отверстий листами Мёбиуса, неориен- 
тируема. В частности, проективная плоскость является неориенти- 
руемой поверхностью.

^Понятие ориентируемых и неориентируемых поверхностей вво­
дится дословно также для поверхностей с краем. Лист Мёбиуса яв­
ляется неориентируемой поверхностью, в чем легко убедиться не­
посредственно.

С ориентируемостью поверхности связан следующий факт: 
направление единичной нормали к поверхности однозначно опре­
деляет сторону поверхности в окрестности каждой ее точки. 
Рассмотрим всевозможные замкнутые кривые у  на поверхности, 
исходящие из некоторой точки Х 0, и будем изучать вдоль них пове­
дение нормали п. Тогда имеются две возможности: либо для всех 
кривых у  после обхода по ним нормаль п  возвращается в первона­
чальное положение, либо для некоторых кривых ү после обхода 
нормаль примет противоположное направление.

В первом случае поверхность имеет две стороны и называется 
д в у с т о р о н н е й ,  во втором случае у  поверхности есть только одна 
сторона, и такая поверхность называется о д н о с т о р о н н е й .  Лист 
Мёбиуса является односторонней поверхностью, в чем мы предо­
ставляем читателю убедиться самостоятельно.

Всякая ориентируемая поверхность, и только она, двусторон­
няя, и всякая неориентируемая поверхность, и только она, односто­
ронняя.

§ 3. Основные теоремы топологии замкнутых поверхностей

В этом параграфе мы формулируем основные теоремы о тополо­
гическом строении замкнутых поверхностей. Доказательства этих 
теорем будут проведены для ориентируемых регулярных замкнутых 
поверхностей.

Прежде всего введем понятие "об эйлеровом числе сети на замк­
нутой поверхности. Пусть 5  — замкнутая поверхность и 2  — 
сеть на этой поверхности. Обозначим через е количество вершин 2> 
через k количество ребер 2  и через /  количество областей, на ко­
торые 2  разбивает S. Число

N % =  e - k  +  f

называется э й л е р о в ы м  ч и с л о м  с е т и  2 -
Справедливы следующие основные теоремы.
Т е о р е м а  1. Пусть S  — замкнутая поверхность. Тогда для 

всех сетей этой поверхности числа Эйлера одинаковы.
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(Число х (S ) , равное эйлеровым числам всех сетей поверхности S , 
называется эйлеровой характ ерист икой поверхност и S).

Т е о р е м а  2. Эйлеровы характеристики гомеоморфных по­
верхностей равны.

Из теоремы 2 вытекает, что эйлерова характеристика есть топо­
логический инвариант. Оказывается, что с помощью этого инва­
рианта решается задача о топологической классификации замкну­
тых поверхностей.

Именно справедлива
Т е о р е м а  3. Пусть S i  и S 2 —  две замкнутые поверхности, 

имеющие равные эйлеровы характеристики:

Тогда если S i  u S 2 одновременно ориентируемы или неориентируемы, 
то поверхности 5 ,  и S 2 гомеоморфны.

Следующие две теоремы относятся к ориентируемым регулярным 
замкнутым поверхностям.

Т е о р е м а  4. Пусть S  — регулярная замкнутая ориентируе­
мая поверхность, тогда для эйлеровой характеристики справедлива 
формула

где К  — гауссова кривизна поверхности S , a da  — элемент площади 
поверхности S .

Т е о р е м а  5. Д ля  регулярной замкнутой поверхности, гомео- 
морфной сфере с р ручками, справедлива формула

Ниже мы приводим доказательство теорем 4 и 5. Из теоремы 4 
непосредственно вытекает теорема 1 для регулярных замкнутых 
поверхностей. Теорема 2 есть прямое следствие теоремы 1 и опре­
деления эйлеровой характеристики.

Таким образом, теоремы 1 и 2 будут доказаны для регулярных 
замкнутых поверхностей. Так как в доказательстве теоремы 4 мы 
будем пользоваться сетями, составленными из регулярных кривых, 
то теорема 1 будет доказана лишь для множества регулярных сетей 
на регулярной замкнутой ориентируемой поверхности.

Д ля случая общих замкнутых поверхностей доказательства тео­
рем 1, 2, 3 см. в книгах: Зейферт и Трельфалль «Топология» 
( М . — Л . , ОГИЗ, 1933), П. С. Александров «Комбинаторная 
топология» ( М . — Л. ,  Гостехиздат, 1947), В. Г. Болтянский, 
В. А. Ефремович «Основные понятия топологии» («Математичес­
кое просвещение», №  2—4, 6, 1957— 1960).

X (Si) =  X (Sa).

x(S)==i J f K d a = = 2  Q - p i
s
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В топологии доказывается, что эйлерова характеристика ориен­
тируемых замкнутых поверхностей — всегда четное число, не пре­
восходящее двух. Поэтому из теорем 3 и 5 следует, что любая замк­
нутая ориентируемая поверхность гомеоморфна сфере с р  ручка­
ми, где р  — некоторое неотрицательное целое число. Число р  на­
зывается родом замкнутой ориентируемой поверхности.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4. Пусть 2  — сеть 
на регулярной замкнутой ориентируемой поверхности 5 , состоящая 
из регулярных кривых. Обозначим через Х и Х 2, ..., Х е\

Vi> Үг> Үь G u  G 2, ...,
Gf соответственно вершины, реб­
ра и области сети 2 -  П усть Х ^ ,
X i:..., Х ,т -верш ины  сети 2 .  ко­
торые одновременно являю тся и 
вершинами многоугольника Gm, 
а Үі,> Уіг , Ъ Пг — ребра се­
ти 2 .  которые являются сто­
ронами Gm. Во всех много­
угольниках Gm введем ориента­
ции так, чтобы любая пара сосед­
них многоугольников была 
ориентирована когерентно

Рис. 184 (см. рис. 184). Так как ориенти­
руемая поверхность двусторон­

няя,  то, не нарушая общности, можно считать, что ориентации во 
всех областях Gm выбраны так, что они составляют с нормалью во 
внутренней точке области Gm правый винт.

Формула Гаусса—Бонне при сделанных обозначениях имеет вид:

^  (я — a l s ) - f  2  J х г ds =  2я — [ (“ К  d о,
S— 1 S = 1  У. G „

(*)

где a is — угол многоугольника при вершине X t , а кГ — геоде­
зическая кривизна кривой ү , . Интегралы, стоящие в левой час­
ти формулы (*), криволинейные и направление изменения пара­
метра s (s — длина переменной дуги на үг с фиксированным 
началом) определяется ориентацией многоугольника Gm.

Просуммируем соотношения (*) по всем г =  1,2,  ..., /. Каждый 
криволинейный интеграл J хг ds участвует в сумме в точности

т',
два раза. Так как ориентации во всех соседних областях когерент­
ные, то үг проходится при этом в противоположных направле­
ниях.
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Поэтому в левой части суммы соотношений (*) криволинейные ин­
тегралы взаимно уничтожаются. Таким образом, приходим к формуле

ғ т г
2  2 ( я - а 1, )  =  2 я / - J j K d o .  ( | )
Г=Ж J S =  1 S

В формуле ( * ) суммирование углов я — а* проводится сле­
дующим образом: вначале суммируются углы вдоль многоугольника 
Gm, а затем суммирование производится по всему набору много­
угольников. Так как количество вершин и сторон в любом много­
угольнике Gm одинаково, то число я участвует слагаемым в сумме

f тг
2  S  п столько раз, каково количество сторон во всех много-

г — 1 s =1
угольниках Gt........  Gf . Далее, каждая сторона любого много­
угольника есть ребро сети 2  и потому является общей стороной 
некоторых двух, но не более, многоугольников Gm. Отсюда общее 
число сторон всех многоугольников Gm равно удвоенному числу 
ребер сети 2> т. е. числу 2k. Следовательно,

f т г

V  ^  л  =
г =  1 s  =  l

Сумма
f  т г

2  2 %
Г — 1 s = l

представляет собой сумму всех внутренних углов многоугольни­
ков Gj, G2, ...,  Gf. Очевидно, что эта сумма может быть подсчи­
тана также и так: суммируем сначала внутренние углы всех много­
угольников, сходящихся в одной вершине сети, и после этого полу­
ченные в результате углы суммируем по всем вершинами сети 2 -  
Так как при каждой вершине сумма рассматриваемых углов рав­
на 2я, а число вершин равно е, то

f  " ‘г

2  =  2ле•
r = \  S = 1

После проведенных выкладок соотношение ( £ ) принимает вид:

2n k  — 2ле =  2n f — J j' К d а.

Отсюда

N s =  e - k  +  l ~ j - ^ K d a .  ( ,* )
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Так как сеть 2  была взята на поверхности S произвольно, то 
из соотношения (***) следует равенство между собой эйлеровых 
чисел любых регулярных сетей поверхности S. (Тем самым доказана 
теорема 1.) Поэтому для эйлеровой характеристики поверхности S  
получаем формулу

f
s

Теорема 4 доказана.

Рис. 185

Рис 186

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  5. Всякая сфера с р  
ручками, как мы уже отмечали в §1 гл. VII ,  гомеоморфна кренде­
лю с р  дырами (рис. 185). Произведем теперь разбиение регулярно­
го кренделя S e p  дырами сетью 2  из регулярных кривых ү і,. .. ,  ү* 
(см. рис. 186). В результате 5  разобьется на 4 (р — 1) частей 
Gm, имеющих вид, изображенный на рис. 187, и 8 частей Qh, 
изображенных на рис. 188.

Рис. 188Рис. 187

Не нарушая общности, крендель S  и сеть 2  можно считать та­
кими, что все Gm (т =  1 , 2 ........4 (р — 1)) и Qh {h =  1, 2 ........  8)
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изометричны между собой. Применим к областям Gm и Qh формулу 
Гаусса—Бонне:

6
6  ̂я -----S  ds =  2л  — j ^ K d а,

i=i ■

4 ^ я ---------- -f- J яг d s  =  2я — |*J К d a .
1=1 т< Q/,

Суммируя эти формулы по всем т  =  1, 2, . . .  , 4 ( р — 1) и
Һ =  1, 2, . . . ,  8 и используя ориентируемость кренделя S, получим;

4 (р —  1) • З я  +  8 • 2я =  4 (р — 1) 2я - f  16я — j  j  К d а.
s

Отсюда

j' j1 К d о  =  4я (1 — р).

Так как

TO

X(S)=i l f /Cd0 = 2{1_P)* І
Теорема 5 доказана.
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